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TRAITÉ GÉNÉRAL 

DES 

LIGNES DU 1“ ET DÛ 2“ DEGRÉS. 


PREMIÈRE SECTION. 


DE LA LIGNE DROITE. 

* • * • • ■ 

* APPLICATION DE L’ALGÈBRE A LA GÉOMÉTRIE ET 

DÉTERMINATION , DES LIGNES ET DES SURFACES 

PAR LE CALCUL ALGÉBRIQUE. 

• 

* 1 ., La géométrie , en tant que science de l’étendue en général , 
considère les corps matériels sons deux points de vue principaux, 
l’étendue et la forme. , . * 

Elle étudie dans chacun de ces corps le volume, c’est-à-dire 
la portion de l’espace que le corps occupe , ou , en .d’autres ter- 
mes, sa grandeur apparente, et qui dépend de l’arrangement des' 
molécules dont il se compose; la surface, c’est-à-dire la limite 
extérieure du corps , ce qui le sépare de ce qui n’est pas lui ; et 
par abstraction la ligne , c’est-à-dire la limite de la surface bu la 
séparation de deux surfaces ; enfin le point qui termine la ligne 
ou l’intersection de deux lignes. , 

Elle compare les volumes , les ^rfaces , les lignes , des diffé- 
rents corps entre eux, toutes les fois qu’ils sont de même forme, 
bu qu’elle peut les y ramener en les supposant divisés en parties 
assez petites pour que la différence de forme cesse d'tlre sensi- 
ble. Par cette comparatsou elle rentre dans le domaine de l’arhb- 
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mctiqu« : aussi l’arithmétique répond-elle le plus souvent dans 
ce dernier cas par un nombre illimité à cette subdivision à l’infini. 

Telle est la mesure de la circonférence et ep {{énéral des sur- 
faces et des volumes des corps qui ne sont pas terminés par des 
lifpies droites ou par des Airfaces planes, la ligne droite étant la 
base des unités de mesures géométriques. 

Les propriétés de l’étendue, c’est-à-dire tes caractères parti- 
culiers qui naissent de sa forme ext^ieure , sont les principes 
sur lesquels la géométrie se fonde poW évaluer numériquement 
les éléments des corps eux-mêmes. 

Les géomètres anciens avaient soumis au calcul l’étendue sous 
le point de vue de sa grandeur compara))te ; il était' réservé à , 
l’analyse moderne de soumettre aussi au calcul la forme de l’é- 
tendue , et d’exprimer par une formule algébrique la représen- 
tation des lignes et des surfaces par lesquelles la forme des corps 
se découvre à nous. 

Ainsi la géométrie , sous le double rapport d’étendue et de for- 
me , n’est plus qu’une des nombreuses' subdivisions de l’arith- 
métique universelle’, f ■ ‘ * , 

La forme J’une ligne, d’une surface, dépend de la refation mu-* 
tuellp tles points entre eux, des lignes entre elles : ainsi la forme 
d’un f^le est parfaitement déterminée par la définition même 
de la circonférence , comme la forme d’un cylindrd par le mou- 
vement 9’un rectangle tournant autour d’un de ses Côtés. L’idée 
de la forme du cercle et celle du cylindre naissent de l’idée d’é- 
galité de distante , que oliaque point de la circonférence , que le 
côté mobile , conservent par rapport au centre , par rapport an 
côté fixe. ' ' 

Il s’agissait donc de déterminer la position dés points! non pas 
d’une manière absolue , ce qui est impossible , mais d’uné ma- 
nière relative, ce qui peut se faire de plusieurs manières. ' 

Parmi les moyens qu’on peut imaginer pour déterminer la 
position d’un point sur un plan , un des plus simples consiste à 
le rapporter à deux droites tracées à volonté dans ce plan , au 
moyen de parallèles menées de ce point à ces droites fixes. 

■ Ait^i la’^sitlon du point* M (fig. 1) sera déterminée si l’on 
t»nhatt Miol^éur des droites MP, MQ, menées du point M aux 
droites OX , OY, dont la position est déterminée, ' 

Nous disons dont lâ position est déterminée , car la position 
du point ne peut être fixée qu’en tant qu’elle est rapportée à quel- 
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que chose de fixe et de déterminé; et, quoique la position des 
droites soit ari)ilraire ; le lien de ce-point est connu par rapport 
à ces droites, ce qui suflit dans les questions de géométrie , dans 
lesquelles on a pour objet de déterminer seulement des relations 
mutuelles de points , de ligues et de surfaces. 

Si l’on sait, par exemple, que l’une des parallèles MQ a 3 
mètres de longueur, et MP 2 mètres , à cause de MQ = OP , 
MP = OQ , on prendra sur OX une longueur OP égale à 3 mè- 
tres, sur OY une longueur OQ égale à 2 mètres , et menant par les 
points P et Q des parallèles aux droites OY, OX , le point d’in- 
tersection M de ces parallèles sera complètement déterminé, car 
il n’y aura qu’un point qui satisfera à ces conditions. 

On peut encore , après avoir pris OP égale à 3 mètres , mener* 
par le point P, parallèlement à OY, une droite sur laquelle on 
prendra une longueur égale à 2 vnèlnes, et le point M sera déter- 
miné. 

On pourra faireune construction analoguesur l'autre droite OY. 

La distance OP s’appelle X'abtoiise du point M, OQ X ordonnée : 
l’abscisse et l’ordonnée du poiut M sont les coordonnée* de çe 
point. O se nomme ï'prigine des coordonnées , et les -droites 
fixes OX, OY, les axes de* coordonnée* ou plus simplement^ 
axe* coordonné* iQ\Xü\& des abscisses, OY l’axe des ordog- 
née% 

On voit qu’il n’est aucun point du plan dont on ne puisse ainsi 
déterminer la position lorsqu’on connaîtra les coordonnées de 
ce point : pour cela il suffira de convenir que , si l’on regarde 
comme positives les abscisses prises de O vers X et les ordonnées 
de O vers Y, les abscisses et les ordonnées prises dans un autre 
sens , c’est-à-dire de O vers X' et Y' , seront considérées comme 
négatives. 

X désignant généralement l’abscisse d’un point et y son or- 
donnée , il résulte de ces conventions qu’un point pour lequel 

X est positif et y positif se trouve dans l’angle YOX ; 

X est négatif et y positif ^ dans l’angle YOX' ; 

X est négatif et y négatif ' dans l’apgle Y'OX' ;• 

X est positif et y négatif , dans l’angle Y'OX. 

Ainsi pour déterminer le point dont les coordonnées sont 
ar = — 4 , 

y = -5, . ; — -• ■■■ 


1 


on prendra sur OX' une longûèur égale à U fois rnaité de I<»h> 
gueur,- sur QY' & fois Tunité de longueur, et les deux parallèles 
anit axes menées par les extrémités de l'abscisse et de l’ordoufiée 
déterqiineront le point demandé dans l’angle Y'OX'. . - > . 

Il est facile de voir que • , ■ - - ■ 

' Tout point dont l'ordonnée est nulle se trouve sur l'axe des abscisses , tou^ point 
dont rabscisse est nulle est sur l’axe des ordonnées, et enfin, pour l'origine, 
l'abscisse et l’ordonnée sont toutes deux nulles. . • 

t . ' 

V * t - 

8. Supposons maintenant qu’une ligne droite oü conrbe soit 
tracée dans un plan , et qu’en rapportant chacun des points de 
cette ligne à des axes quelconques , on ait trouvé une relation 
‘constante entre l’abscisse et l’ordonnée ; par exemple , pour pren- 
dre un casbien simple, supposons que l’ordonnée de chaque point 
d'une ligne soit .égale à l’abscisse, on pourra exprimer celle rela- 
tion par l’équation 

y ^ ^ ■ > 

* \ 

De' même, si l’oii trouvait que les coordonnées de chacun des 
ppints d’une autre ligne tracée sur un plan , rapport^ à deux 
^ axes , sont telles que l’ordonnée soit constamment égale an carré 
' de l’abscisse correspondante , on exprimerait cette relation par 
l’équation ' . • 

, y -x^. . 

Ces équations , y=ix , y — , sont dites les équations deè 
lignes qu’elles représentent. > f 

En général on apprile équation d’nne ligne l'équation qnl exprime la relation 
constante entre l’abscisse et l'ordonnée de t^acun des ^ints de cette ligne. 

5. Réciproquement , x et y désignant l’abscisse et l’ordonnée 
d’un point quelconque, rapportées à des axes donnés de position 
dans un plan , tome relation^ F (a? , ÿ) = 0 entre ces deux in- 
connues , quel- que soit le degré de celte équation', représente 
une suite continue des points situés dans le même plan. En effél, 
si l’on suppose l’équation résolue par rapport à l’une des variai 
blés, ^ par exemple, 

' y = f (*)» ' . 

comme à une valeur donnée arbitrairement 5 x répondent tou- 
jours une ou plusieurs valeurs de et qu’en donnant à tr>louies 
les valeurs qu’on voudra , on trouvera pour y des valeurs cor- 
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respandantes, si l’on -construit chacune de ces couples de valeurs 
particulières de x et y, on obtiendra autant de points détermi- 
nés; et , on rapprochant convenablement les intervalles entre les 
valeurs particulières attribuées à ôr , on parviendra à connaître 
autant de points qu’on voudra et qu’on réunira par une ligne 
continue. Cette ligne s’appelle le lieu géométrique de l’équation 
• • , F( 4 ?, y) =: 0. 

CLASSIFICATION DES LIGNES REPRÉSENTÉES PAR DES 
ÉQUATIONS. 

II'. 

4. Outre la difRculté de résoudre l’équation F {x,y')= 0, cette 
méthode de construction de la ligne par points est longde et pé- 
nible : aussi a-t-on cherché à faciliter ce travail par la recherche 
des propriétés des' lignes représentées par les* équations. 

' Toute équation à deux inconnues qui.peüt être ramenée à la 
forme _ . v 

Ay“-f-(Bx-j-C) y“-‘ -j- (Qar*-J- Ea? -f F) y”-*, etc. 
est dite algébrique; toutes les autres, qui renferment des ex-> 
pressions d’arcs (le cercle; des logarithmes, ou les inconnues en 
exposants , sont des équations tramcendante» ; de là la distinc- 
tion des lignes en algébriques et transcendantes. 

Les lignes algébriques sont classées d’après le degré de leurs 
équations, et l’on dit qu’une ligne est du 1*' degré , des S*, 
etc., si l’écjtfatfbn <pii la représente est des !•', 2*,' 3*..., degrés. 

Les lignes d’un même degré se subdivisent en genres , et , s'il 
y a lieu , en «pècér. ' 

Nous ne traiterons ici que des lignes du 1*' et du 2« degrés , et 
nous indiquerons le moyen de reconnaître , ^l’inspection d’une 
équation de ces degrés, la forme de la ligne qu’elle représente^ 
nous étudierons les propriétés générales et particulières de ces 
lignes du !«/ et du 2' degrés , pour en faire l’application à la ré- 
solution des problèmes de géométrie. 

. ■ 

TRANSFORMATION DES COORDONNÉES. 

PROBLÈME. . . 

5. Trouver l’expression de la<disianoe des deux points rapportés à deux axes 

quelconques (fig. 2). ’ ' ' ’ • 

• Soient a?'; ÿ, af, y*, «les coordonnées d« ces points rapportées 
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à des axes quelconques, OX, OŸ, faisant entre eux un angle 9 , 
de sorte que ' ' ' a:' =r OP , 'af ^ OP' , ' ^ 

y'=-MP,V = M'P. " ’■ : ' 4 

Du point M' menons M'Q parallèle à OX •' d’après une pro- 
position connue de trigonométrie on a, , ^ 

ftÏM'^ = + MQ2 — 2 M'Q . MQ cosMQM'. ' 

Or par construction _ \ 

■ M'Q’ = P'P = Ôp -- OP' = a;» — a^ , ' ’ ' 

MQ = MP — PQ = MP -T- M'P' = ÿ' — y% 
cos MQM^ = cos CÏOO® — MQB) =: — cos MQR = — cos 9. 

’• f ' . . . ' , 

SubstituaiU ccs valeurs , et désignant par D la distance des 
deux points donnés , on obtiendra ‘ , 

D^=(’a:' — a;*)* -f- (y,'— y')^ -|- 2 (a;' — ar*j (y* — y*)oosO; (D) 

Si , au lieu de rapporter la position des deux points donnés à 
des axes obliques, on avait fait choix d’axes coordonnés rectan- 
gulaires, c’est-à-dire si l’on fait 0z=lOO° pt cos9 =a0, dans 
l’expression de la distance de ces poidts on trouve 
'■ := (ar' — x’y -j- (y' — y’'fl 

I * • 

. Si l’on avait pris pour origine des axes l’un des points donnés, 
M' par exemple ,. ces axes étant d’ailleurs quelconques , à cause 
de , *• ^ 0 , y* := 0 , • , 

l’expression de la distance serait ■ ' 

, D* z=z -(- y'^ ^ 2ir'y' cos 9 ; ’ , ' 

^ * •. i ' • « 

et, si dans cette yiâme hypothèse l’angle'des axes était lUn angle 
droit , l’expression de la distance deviendrait 

■ V - D* = 4- y'^ ■ 

Eiifîn , si l’on suppose que , l’origine des axes étant à l’un des 
points, à M' pqr exemple, l’autre [^int se' trouve sur l'un des 
axes , on aura il , 

•. t = x’ 

ou / D == y* , 

selon que le point se trouve sur l’axe Ses' x bu sur l'axe des y. 

6. Oh voit , par les diverses transformtNions qu’a subies la for- 
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n)ule D, rulilité de faire un choix d’axes coordonnés qui permet- 
tent d’exprimer par des formules siqiples les relations des quan- 
tités géométriques. 

On doit toujours avoir soin de prendre .pour axes coordonnés, 
les lignes mêmes de l/i figure géométrique tracée dans le plan » 
surtout quand on a pour objet d’étudier les propriétés de ces fi- 
gures ; de cette manière, les points), les lignes, déterminés par 
le calcul , se trouvent rapportes à des droites connues et parfai- 
tement déterniinées.Toutefois, il peut arriver que, les équations 
algébriques ainsi trouvées n’étant pas assez simplifiées , on ait 
de la peine à reconnaître la nature des lignes que ces équations 
représentent. Nous allons faire voir qu’on peut facilement passer 
d’un système d'axes à un autre système , en changeant la valeur 
des variables qui entrent dans la première équation trouvée. 

Supppsonsque, pour un système d’axes tels que OX, OY(6g. 3), 
faisant entre eux un angle quelconque 9 , on ait obtenu une 
équation * 

f > y) = 

Soit M un point quelconque dont les coordonnées OP = jt , 
MP = ÿ, sont rapportées itices axes ; soient O’X’, O’Y’, un aiitre 
système d’axes dirigés d’une manière quelconque, comme les 
premiers: les coordonnées dn point M, rapportées à ces nou- 
veaux axes, seront ' . 

^ OP' 3= , MP' = ÿ', 

et la direction aiqsi que la situation de ces nouveaux axes se- 
ront déterminées , par rafiport ^ux premiers , si l’on connaît 
OA = a , O’Â := b , coor<lonnées de la nouvelle origine , ainsi 
que les angles X’0’B =i3a, Y’0’B=a’, que font les nouveaux axes 
avec l’ancien axe OX, ou sa parallèle O'B menée par le {loipt O*. 

11 s’agit donc de déterminer x-el y anciens en fonction de x', 
y', a, et , comme ces coordonnées sont celles d’un point quel- 
conque de la ligne dont l’éqüalion rapportée aux anciens axes 
était 

..V - f y) = ® ^ • 

la substitution des valëurs qu’on obtiendra donnera nue nou- 
velle équ|itioo' • ..•> 

F' {ûf, y', K, a') = 0, »*. •. 

qui représentera la même ligne rapportée aux axes nouveaux. 

• Si l’on mène P'Q par«dléle A.41B ou à OX , ét P'S parallèle üt 
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OY, on voit facilement , par suite de cette construction , (^ue 
'■ ÔP = :pi=OA + AS+ SP=OA-f 0 'T+ Pq/ 

MP = y = PR + RQ + QM== O'A + P'T 4- MQ. 

, Les triangle^ O'P'T, MP'Q , donnent, d’après un principe con- 
nu de trigonométrie , 

Ô'T _ P’T , _ O'P' 
sin O'P'T. sin P'O'T sin (^TP'-’ 

' , “ ■ MQ MP' - - ’ 

sin P'MQ ^ sin MP'Q sin Ï"QM' 

Or, fl est facile de voir que - • . ' 

V ^ O'P'T = P'TR — PyR = (9 — a), 

. \ ■ P'MQ = MQC - MP'Q = (6— a'), ' 

et , sin O'TP' = sin JP'TR = sm 9 , j •. 

sin PQM = sin MQC = sin 0. 

On aura donc , en substituant ces valeurs , 

_ O'P' sin O'P'T' jr' sin (6 — a) 

sin O'TP' sin 0' ' 

pi.'p O'P' sin P'O'T sin » 

sin O'TP' sin 6 ‘ 

p,„ MP' sin P'MQ __ y' sin (0 — g') 

" sin P'OM “ sin ’0 * 


sin P'QAJ 

MP’ sin MP'Q 
sial%g 


sin 

x' sin a! 
sin e 

Et par conséquent 

. , jr* sin (0 — a) y' sin (9 — a') 

• ' a? = 0-1 : 

sin 6 

. , , ar' sin « -4- y' sin «' ' 

y =: A -4- — — . 

^ • * «in 0 


( 0 , 0 ') 


Telles sont les formules qui serviront à ti-atufqrmer direc- 
tement V équation d'wM ligne rapportiè à det axee obliqiiei en 
une autre équation de leetnême ligne rapportée à étçiêtreM axee 
obliques. , > , . , ; 

7. Si les axes^ primitifs soht scctangalaire^ alors 6=5100°, 
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gin 6 = 1, sin (6 — «0 = cos a, sin (0 — cos «'» i®* 

®“lc8 • , . , ' /to 

. X a x' COi a. y' cos a' t 

yz:s h x' sin a y' sin a! , 

serviront à patser d^un gyttèmi de coordonnée* rectangulaire» 

à un tyttèmc de coordonnée» oblique». • 

■ 8. Pour pa»»er d’un »y»tèrne de eeordonnée»_ rectangulaire» 
à un autre ty»tème de coordonnée» rectangulaires , on fera 
dans ces dernières formnlra , . * ” . 

'«' — « = 100®,’ ' / ■ 

d’où sin«' = sin (100® 4-a) = sinCl00® — a) = cpsa,' ^ 

cos «' == cos (100® + a) = — cos (100° — «) = — sin a , 

et par conséquent ' > ' ' ^ ‘ 

' , ar == « -fi Vcosa — y’sin«, (R> 

y = A -f ar'siriot^-f y'cosa. 

O. Quand on youdra patser dun système d’axes oblique» à 
un système dttxes reetanguiaire» ^ on fera dans Ira formules 
eénéralra 

’ a’ " 100® 4“ a > 

d’où - » r sin a' 2= cos a, -- 

8in(0-a'):=sin[,S--(lOOO+a)]=î-8itf[lOO--(0--«)]==--co8(0“a), 

et ces formules devieudropt'" , 

- .i’ I ^ ^ ^ ~ * (O, B) 

~ sin 0 . . ’ 

, . a?' sin a -f y* cos a ’ • • 

y == A -f — V 

• f I sin 0 ; ‘ - 

‘ ^ 'c ' . 

10. Enfin , si le» nouteaux axes doivent être parallèle» aux 
ancien», à cause de a 0 , a'= 0 , on aura 

ap = a -f a?’ , ' (P) 

' ■ * y = ^ + y'- . ^ . 

Remarque. On doit remarquer que lè's angles 0 , a , a' , peu- 
vent recevoir tontes leé valeurs depuis 0 jusqu’à 400°, les angles 
croissant par un mouvement de rotation de droite à gaudié des 
axes coordonnés autour de l’origine. 
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- ti.''Ainsi, étaat donnée l’équation d’uRoii^e, 

F (a;, ÿ) = 0 , J 

on pourra- se servir des formules précédcnlcs pour transformer 
l'éqiiation en ulie autre plus simple. En effet il est facile de voir 
que la substitution pour x et (Jour y des valeurs précédeptjBS , 
qui sont de> la 'forme " 

■ J? =r a -J- ;>ar> + giy' , 

'• ” • ■ . ÿ = îV> ■ ■’ ’ ■ 

' , . ■ I », f. 

donnera une transformée non seulement du même degré, *mais 
encore ayant généralementlous ses termes de la même espèce que 
ceux de l’équation primitive. Si l’on profite de l’indétermination 
des quantités a, h,p, q,p\ q’, pour en faire disparaître quelques 
termes , les équations de condition qu’ou établira dans chaque 
cas particulier serviront à déterminer ces quantités, c’est-^-dire 
bf «, et à fixer Ip position et la. direction des nouveaux 
axes par rapport aux anciens. La simplification sera possible 
toutes les fois qu'on obtiendra pour a, b, a, des vajeurs réel- 
les et admissibles. 

■s' '• . 

• • r 

DES LIGNES DU I" DEGRÉ. 

m. L’équation générale du degré m , entre deux inconnues 
« et 2/ de la forme * . — ' . . . .. . > • 

Ay"' + (Bar -f C) ‘ -f (Dar^ |àB,+ F) y” ~ , etc. ^ = 0 y 

86 compose dd w -f- 1 termes en y, dont les coefficient , fonc- 
tions de ar, à l’exception du premier, contiennent successive- 
ment If 2, 3, etc. , termes : par conséquent le nombre total des 
^termes de l’équation est la sommé des ?n -^1 termes delà pro- 
gression naturelle 1, 2 , 3 , 4 etc. ; m -f- 1. D’après une for- 
mule cpnuue , le pombre total, des terjnes ^ra dope exprimé par 

n; (m 1) (nv -f- a) < ■ .. 

■ 

*Sim = l, . . S=^-^ = 3. 

• » ♦ '-4 . ^ t • 

Et en effet i’éqnption la pins générale do premier degréàdéqix 
inconnues est de la forme .. '.i . 

Ay 47 Ba? + 'Oyv) ^ ‘ ‘ 
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dans laquelle les quanlilés A, B, C, sont des cotulanteê , c’est- 
à-dire des quantités indépendantes de a? et de y , mais qui peur 
vent être positives, négatives ou même nulles. ^ 

Pour reconnaître la nature de la ligue exprimée par celle équa- 
tion, jeety étant les coordonnées d’un point quelconque de celle 
ligne , rapportées à des axes fixes , et déterminées d’après la 
méthode indiquée (3) , on la résoudra par rapport à y , et l’on 
trouvera 

B .C 


y = 


A' 


. . r . , > B C , 

Soit fait pour abréger — ^=a, — — = o, 

on aura ” • y = ax -}- A. ‘ O) 

Soient OX, OY, les axes fixes auxquels les coordonnées sont 
rapportées; nous les. supposerons obliques pour plus de généra- 
lité. Donnons à x une valeur quelconque , x = OP (fig. 4) , et 
par le point P menons àOY une parallèle PM, sur laquelle nous 
prendrons une longueur PM = a . OP -j- A : le point M sera 
ainsi déterminé , puisque les quanlilés a et A sont connues. 

En répétant autant de fois qu’on voudra la même construction, 
on obtiendra autant de points M, M', M*, de la ligne représentée 
par l’équation (1). 

En rapprochant les unes des autres les valeurs données à x, on 
obtiendra pour y des valeurs aussi rapprochées qu’on voudra : 
en effet , x', x', étant deux valeurs données à x et y', y*, les \n* 
leurs correspondantes d,e y, on aura les deux relations ^ 

■ ' y' = ox' -}- A, 

_ ' • , y» = ax* -f- A , • 


d’où 


y' — y* = a (x’ — x*). 


Or, ài mesure que x' — x* diminuera, la différence y' — y* 
décroîtra jusqu’à devenif plus petite que toute quantité donnée. 

Il suffira donc d’unir par une ligne continue tous les poitits 
ainsi obtenus , et cqtte ligne sera le lieu géométrique de l’équa- 
tion (1). 

13. Examinons s’il ne serait pas possible d’abréger ce travail 
en étudiant les propriétés de la ligne elle-même. 

I^enons sur l’axe des y une longueur OH égale à A : le point 
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U est évidemment un point de cette ligne , j)uis<iue ÿ = b est la 
.valeur de y correspondante à a? =: 0; et par le point H menons 
HQ parallèle à OX. D’après l'équation (1) , mise sous la forme 



on doit avoir ' ^ ; 

MP — 0H'_ M'P' - OIÏ _ M»P» — OH 
-, OP “ OP' ~ OP» 

MQ M'Q’ M'Q» 

• HQ “ HQ' ■“ HQ» “ “ ;■ 


par conséquent tous les points M , M', M»,'etc. , se trouvent sur 
une ligne droite passant par le point H. , 

En effet, supposons pour un moment que le point M', par * 
exemple y > ne soit, pas sur la ligne droile.^ui joint les points H 
et M , et soit m le point où M'mP' parallèle à OY rencontre la 
droite HM ■. à cause de la similitutle des triangles HMQ , -H/ùQ', 
on aura . - ,>*• 

MQ wiQ' . ; ■ . . 

■ . ‘ ^ . HQ.-jîQ^’ . ; 

mais déjà l’on avait ■ jvfQ M'Q' . 

HQ “ W ■ ' ' . 

,'*’*.*♦ 

donc '' ' ' mQ' — MQ'; , ‘ ‘ 

jee qui est impossible , à moins que le point M' ne se confonde 
avec le point m. • 

, ' ' 
14. Nous pouvons donc conclure de cette analyse générale : 

Toute équation du premier degré représente une ligne droite^ ^ 

Réciproquement, une ligne droite ne peut être rq>résentëe que par une éqsaUon 
du premier degré. -, 

En effet, HMM'M*' étant cette ligne,. qui coupe l’axe des une 

distance de l’origine OH , si l’on mène jlQ parallèle à l’axe des 
jf*et les ordonnées MP, M'P',’M»P% etc.-, d’après la similitude 
des' triangles HMQ , HM'Q', HM*Q*,.. etc. , on aura ■ 

MQ M'Q' _ M»Q* 

.. V HQ “ HQ' ~ . , , 

et, en désignant par x, y, x', y', tr», y', lés coordonnées dos points 
M», etOHpariô, 
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, Lizi = î!lr;i=l!l^ = eic.; ■ • 

on exprimera donc cette relation constante entre les ordonnées 
et lesohscisses de chaque point par la formule générale 

y ~ b ‘ . 

^ ='a, 

• X ■ . . 

a exprimant le rapport constant ; ■ ' 

d’où I ' , y = ax h , — 

équation du 1»' degré en ar et y. 


• lU. On a vn qiie , dans une équation de la forme '• - ^ 

y = ax + b J I ' 

la quantité 'indépendante b exprime ladistancè.deferigineau 
point où la droite, rencontre Taxe des y / il s’agit de üx)urer 
ce qu’exprime la constante a par rapport aux axes auxquels la 
droite est rhppftrtée. - • ‘ 

Polir, cela on a les rapports constants . . • 

MQ M'Q' M'Q» . ■ ' 

HQ “ HQ' “ HQ» ’ ; 

or dans le triangle HMQ d’après une formule trigonométrique 

connue, ' . 

• »MQ sin ^ÏHQ sin_MGX, 

sin HMQ 


HQ> 


donc 


ù = 


sin MHY 

sin MGX ' • 
sin MHF 


C'est-i-dire que le coeffident de x, dans tonte équation du premier dejjré-résd» 
lu&par rapport à y, exprime le rapport des sinus des anjles que la droite, repré- 
sen^ par cette équation, fait avec l’aM des a; et l'axe des y.' r 

Désignant donc par 6 l’angle des axes, par a l’angle qne la 
daoitfe f|it avec l’axe des a: , 6 — « exprhnera l’angle qu’elle fait 
avec l’axe des y, et l’on aura ' ' 

sin a .• ' 


a = 


,Si OrïKKlo, 

Et par conséquent, 


a — 


'■ sin (ô — a)' 
sin a 


cos a 


= tang a. 
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Dans toute équation de ligne droite rapportée ù^des-^xes reciangôhires, réscduc 
par rapport & p, là coefficient de a; e^rime la tangente de l'angle que la droite lait 
arec l’axe des x. I 

■ Si ji 1 , quels que soient les axes / on a ■ 

V sin a r= sin (0 — a) , , • ' 

< 

d’où • ' • a =r i 0 : * 

> ' 2 k 

donc foute équafioti de la forme y = a? + reprétente une 
droite qui fait det onglet égaux avec chacun det axet coor- 
donnée., ' : 

Si £ = 0 , l’é quation y — ax représente.une droite passant par 
l'origine ; et réciproquement toute droite pattant part origine 
a ton équation de la forme y — ax. 

■ • • I. . .1 '• • ^ - ' 

, IG. Maintenant que l'on sait qu’une équation du premier de^ 
gré ne peut représenter qu’une droite, il sera très facile de con- 
struire le lieu géométrique d’une équation du premier degré , 
puisque deux points suffisent pour déterminer la direcliovd’une 
droite. 

* « » • 
Supposons d’abord que, les axes étant quelconques , l’équation 
soit de la forme générale 

Ay -{- Ba: C =: 0 : ' ' 

‘ . ' C 

on fera ap = 0 , d’où Uq • 

çe qui déterminera un point N (^fig. 1) sur l’axé des y,- ensuite 



ce qui déterminera un nouveau point M sur J’axe des x , et par 
conséquent la droite MN sera le lieu géométrique de l’équation 
proposée. , , ' 

Si l’équation.est de là forme ^ ^ • 

Ay -j- Ba;'=: 0 , • 

comme en faisant a? = 0 on trouve y>== Ô , et réciproquement , 
on ne peut déierminér par ce moyen qu'un seul point de ladroir 
te , qui est le point môme de l’origine ; mais on pourra açbever 
de déterminer sa direction, soit en donnant à a? une valeur quel- 
conque , • ' i 


Digilized by GoogI 



— !5 — 


B 


a? = />, d’où y — J P, 

ce qui délorrainera Sa second point de la droite ; soit en déter- 
minant l’angle qu’elle fait avec l’axe des par exemple. . 
Pi>ur cela , en faisant pour abréger • ’ 

' * ■ • B _ • 


on a (15) 


a 


sin cc 


sin (9 — a) ’ 

équation (Toùl’on tîrcrada yaleur de «. En effet, à cause de 
sin (0 — “) =7 sin 0 cos a — ^ sin « cos 0 , 
on aura a sin 0 cos a — sfn a Cos 0 = sin a , 

• ' V» . , 

Sin a 


d’où 


co s a 

En mettant l’équation 


7 • = r+7 


a sin 0 
cos 0' 


a = 


-, sin a 


sous la furme ’a =: 
oh trouverait de même 


sin (0 — a) 

sin [0 — (0 — g )] 
sjn (0 — a)~ 


/ . ,,.iang(0-a; = ^ 

Si l’équation était de la forme 


sin 0 


cos 0 


. ' Aÿ -j- C = .0 , • . 

à cause de B = 0 , o'n a tang « = 0 , d’où « — 0 ou 200°, et la 
droite fait un angle nul. avec l’axe des a? , c’est-à-dii-e qu’elle est 
parallèle à l’axe des a; rencontrant l’axe deà y à une distance de 
l’origine*exprimée par ÿ=: — ^ • 

■' De même l’équation • 

* Bar -f C == O' 

représente une parallèle à l’axe des y rencontrant l’axe des t 3 

line distance de l’origine exprimée par x — — r-. 

- B . ; 

En élïet, A étant égala 0 , a devient infini , et ' 

tang (0 — «) =:'0,‘ d’où = 0 . ' • 
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On aurait obtenu le môme résultat de la formule 

a sin 9 sin B 

tang a =: J O cos ô 


1 

a 


cos 0 " 


car, en faisant o rs <=® > on a ' , ^ 

tang « = ^ = ‘ans ® “ = ®* 

Enfin , Aÿ =: 0 , B f = 0 , qui se réduisent à y = 0 , x = 0 , 
représentent les axes eux-mêmes. , ^ 

PROBLÈMES SUR LA LIONE DROITE. 

17 . L’équation de la ligne droite • , 

Ay + Bx + C^= 0 

ne contient réellement que deux constantes, puisqu’on peut tou- 
joiirs lui donner la forme 

y = ax i • r 

il suffira donc de deux conditions pour déterminer les .constantes 
de l’équation, et par conséquent le lieu géométrique de l’équa- 
tion elle-même. 

PROBLÈME I. 

TrouTer l’équaüon de la droite passant par déni poinU donn& 

Soient x*, y', x*, y*, les coordonnées des deux points donnés. 
L’équation de la ligne passant par ces deux points sera de la 

Ay Cx -j- C E3 0 ; • (I) 

et, puisque les points x*, y', x”, y», sont des points de celte droi- 
te, on aura Ay- -h Bx' -f G = 0 , , . (2) 

Ay* -j- Bx* -{“ C — 0. ■.. . (3) 

Jleiranchant successivement la 2* de la 1" et de la 3**, et divi- 
sant les deux équations ainsi obtenues membre à membre , on 

aura , ' ’• 

y — y'_ ^ ® 

.X» •’ 


ou 


y’ — y' ^ 

— «' ^ (x 


X-). 


(E) 


y - y = 

Si l’un des points se trouve sur Taxe des x , l’autre sur l’axe 
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des y , à cause dey'=0^«':=0, l'équation précédente de- 
viendra ; • . ' . ■ . - • • 

• V* *'■ 

i y = — 

• JC \ 

et, désignaqt y* pa^ 'p, ar* par a, celte équation prendra la 
forme !■ *- . • ’ . \ • • 

■ , J+f=«,' • • , - * 

équation d’une droite passant par deux points donnes chacun sur 
un des axea. a et ^ sont .appelés les paramétré» de la droite. 
L’équation (£%’ résolue par rapport à yj donne ’ V . • 

y ^ ■ ' •• • 

Si l’un des points afy y*, est à l’origipe , l’équation dévient ^ 

y' 

/.■ . y—p-ar. 

PROBLÈME L ^ \ " 

18. Exprimer analytiquemeot que trois poiots sont en ligne droite. . 

y* î . y* ; ;»"» y"» étant les pooidonnées <ie ces points , il 
suffira d’établir que le point af>\ y*', est un point de l'équation (E), 
ce qui donnera la relation suivante entre les coordonnées des 
• points' donnés ; > 

, y^y! _ y-v . 


■X' 


' af — x‘‘ 


' PROBLÈME UL ' i / ' . 

19. Trouver réqoatioo d*ûne droite paMUt par poitt donné («* , p’) , ét 

laûant avec l'un des axes un angle donné. 

L’équation générale de la ligne 'droite est '' , • . 

^ .• ,.*Ay+^ + C = ô- ' '-JW 

. i . . . ■ ' r. 

, La droite devant passer par je point (ar, y*) , ob • . ' - • * , , 

Ay'-j-B;r'' + C=.». '• 

d’où A (y— y')-f-B(àr-a!') = 0 el^ y— y'‘=v-^(jf — <).. 

L’équation (1) , résolue par rapport à y, donne • 't 

• B C •- 

- , : • . .... 

dans laquelle — j^aprime le rapport du sinus des angles que 


• r » - 

-, - 
, . » » 1 * • I * 

«ï^ -P* « l'a^'^njaé , ^ 

aura . ‘ • , •' ••■ ' ' , ’ 


6 


•J*" 

>. 


sina 


. , « djant Paagl© des axes. 


•' • S5^. i’ ' sln'«’'‘', ' rt.\ 

J'éqüatïon demandéesera donc y ^ ÿ' = gîjjçër:;^^* » . W 

etjàîles^axBswnt rectaognlaîres, ^ . , 

' «i/. >r.t.'/y — y* := tangoc ‘ ■ 


Si 1» droite doît'^tre parallèle à l’axe des ^f , 

' . ' y=y'y . 

à l’axe des •y,. \ V a?C=a'. ,• 


''.(5) 


• ^ 


V «rf* 


h: 


PROBLÈME Vf. 

, • » 
aO. TroflTCr les coordonnées du point d’totersectlon de deux droites données. 

Posons, pour les droites données , • 

^ - Ay + Ba? -|- C t= 0 , 

^ AiY4-B'X+C' = 0. ■ H. ' 

; Pour le point commun aax deux droites on aura ' - . 


x — X, . . , 


: « 'lr' 


et par 


■ ■ y = Y; 

t • 5 . ; 

ir conséquent Ay -f" ^ ® ’ . ' ■ » 

A'y-jr,B'» + Ç'ï^0, ■ • 

<kpiations qne bobs snpposepons résolobs et mises sous la forme 
. . ' y = ojt + A J ■ y 

♦«x- y SS 4'» -1- A' , . / ' • 

’ Les consianies «, A, a', A',' sont déterminées, puisque les 
'droites sont eHes-mêtdes déterminées de posiüon. 

On trouvera aisemont par 1 élimination 


J#- 




A'C - AC' 




^.^ = - — Â'B • ' • 

• y==“ -•î'“AlJ’--A'B’ 

cpoVdcuinces d« point de renconli-qdes deux droites 
tes^^'iei deviennem'inlinies lorsque n =; ce qui indique 


t 
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que les droites ^oni parallèles : en effet ou a trouvé générale- 
ment (16), en désignant par «, lÿ, les angles que les droites 


font avec Taxe des 'x , 


taug a = 


asinô 


-,tang< 


l-}-acos6 * 
.c? si II 6 


l-f-tfcQse' , ' ' • ». . ■> ■ 

• Si a = a', tanga=:taiiga' et a = a’. '• , • 

Les coordonnées du point de rencontre ne peuvent être nullés 
que lorsque le point d’intersection est l’origine. 

En effet , si l’on a '* •.- 

A'.;-^i = 0 • (1)’, ai' — a'i = 0 (2).‘ » .-1 

♦ ^ ^ » y 

la deuxième condition peut se-mettre sous la forme ' . • ’ 

(a-f-a')(i-^A') — .(a — ^ 

• <) ' r— — 0 ; ■ . 

et , à cause delà première , ell&se réduit à 

, (a — 0 : _ . 

on a donc ù —b' = ü et o -r- a' = 9 où A -f- i' = 0. * 

On ne peut admeure le premier système d’équations de condi- 
tion, puisque les.-deux droites pont généralement distinctes.: 
donc on a seulement • . . ^ ' 

A'=:0, A-j-A'= 0; d’ôù A = 0, A' = 0. * 

PROBLÈME V. y' ' .1. 

SI . Par un point donné mener uno parallèle à une droite donnée. - . . 

Soit y — ax-\-^ .l’équation de la première droite, l’cquation 
de la droite cherchée sera de la même forme " * 

Y-a'X-fA', -.-"ci) 

et ron déterminera les constantes a', b', par les deux conditions 
dé l’énoncé. , , 

a:* et y' étant lés coordonnées du point donné , on aura la. re- 
lation-, \ • 

y' — a'x‘'-{-b>i^- <2) 

et, retranchant (2) de (1)., •’ ô* , , • 

. . ■ . 

équation d'une droite passant par le point x',y'f mais qui n’esl 
pas déterminée , puisque »' ne l'est pas encore. 


1 

m 


• 4 *'; 


'4 




. ✓* 
tôak 


èy-Gogglé 


2 . 



D'après la 2“ condition on doit avoir (20) a'— a (8) : par con-‘ 
séqncnt l’équation de la droite demandée sera 
•. ^ Y— /=a(X— »'). *. 

, • • . PROBLÈME VI. 

S2. Trouver la relation néceasaire entre les constantes d’équations de trois 

lignes droites qui passent par un même point. . 

Aj'+Bar+C=0 , , . , (D • 

• . A'^-iTB'ar + C' = 0 , r ’ '(2) 

A"y-j-B*ar-f-C'= 0 , ^ .< (3) 

. étant les trois équations satisfaites par les coordonnées ar, y, de 
leur point commun, il suffit d’éliminer a? et j'entre elles, etléqUa- 
•' tlon finale indépendante de a; et de j' est la relation demandée. 

On tirera des deux premières ' ' . • 

A'C-AC' BC' — B'C 

^ — AB' — A'B-’, AB' — A'B’ . 

et , substituant dans la 3», on trouvera la relation (lemandée 
AB'C»— AC'B'-J-BC'A'— BA'C'+ÇA'B»— ÇB'A'=0. (C) 

On peut parvenir au même résultat par un autre procédé, qui 

repose sur les considcTQtioDs shî> ani6S* • * . 

Tonte équation du premier degré représentant une ligne droi- 
te, toute combinaison que l’on fera entre les équations (1), (2), ^ 
(3)', par voie d’addition et de soustraction, chacune d’elles étant 
multipUéepar un coefficient constant, représentera encore une 
ligne droite passant par le môme point x , ^ , 

On multipliera donc chacune des deux premières par des co- 
efficients indéterhiinés m, rn'/ et, prenant la somme des pro- 
duits , on obtiendra 

‘ (A 7 « -f A'mO -f '.(Bm -j- H'm<) y+ (Cm + C'm') = 0 , (0) • 

équation qui, à cause de l’indéiermination des facteurs m, m' , 
peut jeprésenter toutes les droites qui passent par le pointd’in- 

terscctkm'a: , j"j des deux preinières. 7 

On disposera des indéterminées m et m' pour rendre identi- ^ 
’■ ques les équations (U) et (8) , ce qui donnera les trois équations 
de condition Awj A'm' = A* , 

Cm-f C'm' = C';. 
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etj^Hminantm et wi' entre ces équations, on retombera surVér 
quation de condition (.C). - ‘ ' 

• PROBtÎJME vu.. * ■ ■ ' , • 

25. Étant données lesjéquaüons de deux droites , trouver l’angle de cet 
droites. ^ 

Soient ‘ ^z=ax-^b, - . " 

^ .; Y = a’ar+A', 

les éqiaitions.des deux droites données AB^ CD (fig* &), résolues 
par rapport à y. , " 

L’angle , AID = IDX — BAX=‘«' — «e , j 

a et a' désignant les angles que ces droites font avec l’axe des «. 
Exprimant donc par i l’angle des deux droites, on aura, d’après 
une formule connue de trigonométrie , - ' . • 


m - • ItlU 

tepg I = tang (et' -, a) =; 


mais on a (16) 

• * a sin 0 
tang a = 


tau gg', — tang’’»; 
tang « tang éf 

’ o’ sin 6~ 


» 


1 a cos^O ’ ' 1 + a’ cos 9 ’ 

1-f ao’-rJ-(a-f a')cos9 , 

Si les axes sont rectangulaires , , ' . ^ > 

• . ‘ ' - ■ h’ - 

9 =r 100" , sin 9 = f , cos 9 = 0 J- et tang 


aa' 


24. Si les droites AB , CD , sont parallèles , on a 

tang 1 = 0, eta'==o, . • ■ 

ainsi qu’on l’a trouvé précédetnment. , 

Si les droites AB * CD , sont perpendiculaires , ' ‘ * 

tang I 00 , d’où 1 ^j- aa’ -|- (a -*}- a') cos 9 = 0; - . . 
et, si ^ ,/ 9 = 100», 

la condition de perpendicularité des deux droites, est exprimée 
par . l-foo' = 0. ' 

Si l’une des droites, CD, est parallèle à l'axe des », alors 
a' = 0; et l’on aura .< 

f 1 * - ' 

‘ . 1 4- a cos 9 = 0 , d’où o = . 

. COS6 ■ • 
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’ è’après la î* coBdition on doit avoir (20) o' ==o (8) : pâii'Cpii-* 
sëqaeot l’éqHatio;! de la droite demandée, sera. 

Y-y=a(X-^>i. ^ ; 

' , • ‘ ' PROBLÈME VI. ' 

. . »... 

92. Trouver la relation aécetsaire çntre^les constante» d’équaüon* de trois 

lignes drailes qui passent par un même pmnt. • ' ' . * . 

• . , * Aj + Ba? +C = 0 , . J . , (1) 

'• t. Ay^'B'ar4-C' ==0 , ‘ ,.'(2) 

” A7+B»a?-f,C'=0, ' ’ .,(3) 

. étant les trois équalioés satisfaites par les coordonnas Vr, y, de 
lenr point commun, il suffit d’éliminer aret entre elles, et l éqlm” 

• tlon finale radépenéante de x et de y est la relation deinandéè. 

» On tirera des deux premières ' ' ' 

« • A'C — AC' — B'C_ 

^ — AB' — A'fr’ . ^“AB'-- A'B\ ^ 

• et , substituant dans la 3»,: on trouvera la relation demandée 

AB'C»— AC'B»+ BC'A'-BA'G'-jl- ÇA'B»— CB'A» = 1). ' I (C) 

r ‘ ’ On peut parvenir au même résultat par un autre procédé, qui 
repose sur les considérations s*ivantes. 

’ . > -Toute- équation du premier degré représentant une ligne droi- 

te té , tonte Combinaison que l’on fera entre les équations (1), (2) , 
(3)', par voie d’addition et de 8eu8tracli(Si,‘chacude d’elles étant 
multipliée par un coefficient constant, repr&eniefa encore une 
" , ligne droite passant par le méaie point a? y. ■ , ■ . . ^ 

, On .multipliera donc chacune des deux premières par d« c6- 
efficients indéterminés t« , m'y et, prenant la somme dés pro- 
duite , on obtiendra ^ ’ - . ' ^ 

■ (Ai» + A'mO + B'm') ® ‘ 

• équation qui , à cause de rïndëlérminaaion des^ facteurs m , tit' , 
, peut j’eprésenter toutes les droites qui passent par- kt- point d’in* 
'terseciion a:,. J, ’.des'deux premières. , ; 

, ' ' On disposera des indéterminées m et m' pour rendre idenli- 
' ques les équations (A) et (8) , ce qui donnera les iFôis équations 
. de condition Am A'm' A* , 

, ; ^. ...• ... Bm,-f-B'm' = B': > .• 
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et, ^Hminaat m et m'- feutre ces équations, on retombera surVér 
quation de condition (.C). .. . ’ ^ . 


PROBt,$ME VII.. * ■ ■ 


2S. Étant données lesjéquations de deux droites, trouver l'angle de ce* 
droites. ' , . 

Soient • . . ^^z=ax-^b, ■ . ' 

* , Y=a'ar4-A’, 

les éqtatiions.des détnc droites données AB j CD (6g. fr) , résolues 
par rapport à j'. . ' .... ' . • ; 

L’angle , AID==IDX — BAX = «'~a , 

a et a’ désignant les angles que ces droites font avec l’axe des dt. 
Exprimant donc par^I l’angle des deux droites, on aura, d’après 
une formule connue de trigonométrie , ' . , • 

« ■*:*•'■- taniîV, — taufftï ’ 

^ ^ lang a umg oP ’ ^ • 

mais on a (16) . , ’ ' ■' 

• * a sin e - , ’ o’ sin 8 

tanga = ^, ^ .tanga = 


1 O co s 8 

et par suite 
Si les axes sont rectangulaires , 


1. + a cos 6 ’ 


I — (rt*— a)sin6 

•sng i^oo'T}-(a-{"“^)co®^® 


8 = 100 “ 


, sîn 8 = r , cos 8 = 0;* et lang ' 


'24. Si les droites AB, CD, sont parallèles , on a ’ “.V 

tang l = 0, eta' = o, ^ y . 

ainsi qu’on l’a trouvé précédeèimeut. . “• ♦ 

Si les droites AB * CD , sont perpendiculaires , ' ‘ . 

lang I — «O , d’où 1 aa' -j- (a a') cos G = Q ; 
et, si ^ .. e = l00“» 

la condition de perpendicularité des deux droites, est exprimée 
par . l-f-ao' = 0. . 

Si l’une des droites, CD, est parallèle à l’axe des », alors 

a' = 0 ; et l’on aura ■ . v • 

• 1 * - ' 

. ‘ . 1 -j- O eos 8 = 0 , d’où O = • 


cos 8 
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. Sî dlé est parallèle à l’axe des y , ’a == — ços 0 ; ^eondition 
qu’on pourrait tirer aussi des vajeurs de langjo , tang (9 — a), 
dorr* IÇ* -• . ■ , 

/ (a'— a) sin 9 


> ait he tanrl'— «J sin 9 

. De a»g I g . 

L * ‘ ^ Ça' — a) si'nS ' 


on tire- 

■si»l==-^ 


, . p^i^iang^ I ^ 

Développant la qtl’antilé sous le radical , et réduisant^ on 
troHverà . " \ “ 

- • 1 . v,__ ■ ■ (a’— a)sin9 s • ' 

■' ' V' K «cosô t'^-^a**^-^2a'cos6 ■ 

i ’ { ■l+fla' 4-('«4-aOVos9 . ' • 

et -COSl==- ^- ^ 1 , . -, 

•. ^ -f-2 a cçs ’i y 1-|- a'* -f^2 d'eos 9 


Si e'=1000,. • ‘ 
sin I: 


a-r a 


CQSl 


_. • • 1+W il . 

, a? 


^ . ‘ PROBIiÈMB Vni. 

. ■ / ■- 
S6. Par un poli^dMné mener une perpcu^culaire 9 une droite-donnée, et’ 
Irouirer la distance ra point à la droite. • ■ . ' 

Soient 7 C^) rdqnolîon dé la droite donnée; s^, y, les 
coordonnées du point don^ : l’équation de la. perpendiculaire 
passant par ce point sera' dé la formé (21) 

• Y-7' = tf(X-ar')/^^ 

' * 4- X- * 

etn' SGfa déta^iné pat ht condition de perpendicularité (2ft) 

. l-{-nrt'-|-'(a^a')cos 9^0i . • 

l-j-OCOS0‘ 

— ..r-!— — — - 

a ^ , ' ■» 

, ■*4'- .îf ;'V? - _• ••'. 

L’équation de la perpendiculaire demandée ser 9 dooc^. , 

■ .. Y^r'=;-îi^-(X-arO-- • ■ • (P) 


il <i . •> I 

d’où • 
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Si 9 = 100 , rëqnatîon devient 

1 - 


'.i: V- 


-■ ,cp') 

57. Pour trOHvèr la distance du point à la droite, c’est-à-dire 
la longueur de la partie de cette perpendiculaire comprise entre ' 
- le point a^,y'i et le point d’mlerseclioa de la perpendicalaô'e et 

de la droite , pour lequel on doit avoir • 

. ' /' X=x, Y=y, 


bn se servira de Ja formule (8) 

'T. 


(D) 


D = ±1 -i-( +2 {X — »'Ka--7’>cos 9. 

UT-iy)! étant données par les équations • . 

• ■ ' • jr 3= OX -^7 i , ' ■ . 

. • / a + COS 9 * -' 4 . 

en mettant la premi^ SOUS la forme ‘ T 

y — y = o(x‘ — x') — (y— oz ? — b) P . 

on trouvera par un calcul fort simple 

y t' . J' - c** + cj" ~ ^ '' 

• • l-j-o"^^2acos0 * ' ' S "v 

’ • . ' . ' : tl4-a cos *) •- • " . 

7 j;*— i-}-a^-^2ocos9 

Substituant ces' valeurs dans l’expression générale (D), et ap- 
pelant P, la distance demandée , on aura , toute réduction faite , 

P _ ^ Cy — bf sîn 9 . 


l/l-j-a^-j-2a COS 0 

' * 

Remarque. $i l’équation de la droite donnée- était de la forme 
Bx-|^ C — 0 , . 


on aurait 


p_ -t. lAy'-}-Bx'-f-C)8in9 

' A^-f-B^rj- 2 ABcos 9 , 


P désignant une Iwgueur absolue, et devant être par consé- 
quent positive , on prendra le signe -f- ou le signe — , selon que 
la quantité y— aaf — b sera elle-même positive ou négative. 
Nous recommandons aux jeunes él^es de bien remarquer la 


■À 


-. 1 '; 
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ibrme de l’expression a6n de la reconnaître promptémem an 
besoin.' , • . 

Les distances d’nn point x' y anx coordonnés sont : 

- f " \ * 

, ' î = y sin . V ; . ■ ■- > 

; *IHI. Si les axes sont rectangulaires, cette exfNvssipa de P 'se 
simpliSe et devient »- • • ' . ' 

. 99. Si le point' donné .est à l’origine , la valeur de P se sIhh 
pUfiie encore, « l’on a > < . • ^ f . , 

i • , 

P = ^ ~ - en coordonnées obliques i 

K 1 + 0^+20008 0 . . • • • 

P = d: — ■ en coordonnées rectai^nlaires. 

50. Telles sont les principnles formules dent on se servira 
ponr la recherche des propriétés des figures géométriques recti- . 
ügnes,,et la résolution des problèmes sur la ligne droite. 

- ffons en donnerons ici quelques exemples bien simples, et 

noos renverrons^e lecteur, pour de plus amples détails , notre 
recueil de ProhVem»» d" applieaiion de f algèbre à la çéagtdtrie, 
V* partie, De ligne droite et du eàrete. (*) - ■ 

THÉORÈME. . . • • 

51. diagtMales d’n paralM>giviM>e su e k a uq u e'm cwoest 

■ent ea deux parties égales. , , • * . . v 

Si Kon prend ponr axes des coordonnées les'cdtés AB,' AJ!) 
(fig. 7) I et si Ton Tait AB= o , AD = A , d’aprà la' définition du 
parallélogramme, les coordonnées du point G seront ar=u, 
y~b, et Féquatioa de la diagonale AC, passant par rerigine 
et par le point C (a. A) , sera (17) 


AC... 7 = -* ou 




' . (i) 

•et (7) celle de BD...; ^+ = = 1» (2) 

ajoutant et retranchant les équations f!) et (2), od t rouver a * - 

— : : la— 

{*> ChsaHaeheUe * liteage de rDnrTen^. rae Pi erre g a imi », U>~ 

**• • A * "» I ^ * 


' 3 ' 2 • 

pôàr les coordonnées du point d’intersection' O , d’où il résulte 
évidemment que ce point est à la fois le point milieu des detix 
diagonales. \ 

• ' • ‘ THÉORÈME. 


52. Dans tout quadrilatère, si l'on joint deux à deux les milieux des côtés / la 
figure résultante ^ un parallélogramme. j 

On prendra pour axes deux des côtés, AB, AD (Gg. 8), du qua- 
driHtère,'et faisant AB = a, AD=;:i.j c et daignant les co- 
ordonnées du point G , lès équations des diagonales seront 


AC...-; — - =:0' ou Y=-at, 
d e . c 


. <i ) 


* • BD.*...^ 3=1 ’ ou J' zi — - X -4- i: ' 


( 2 ) 


Les coordonnées de dtux points étant y, y ; ar", y', les coor- 
données du point milieu de la droite qui les unit est évidem- 
ment , d’après la propriété du trapèze , 

y+y' 

. 2 » à »V 


et par suite les coordonnées des points milieux P, M, N,0, seront 


P .M N " 0 x-*=0.' 

. 2 » 2 t 3 » 


y=o 


y*: 


•d 

’2 




yt = |. 


Les droites passant par les points milieux auront pour équa- 
tions (17)' ,, 

. • OP... '■ 


MN.;.’ 


h , b 


( 4 ) 




‘En comparant les équations (3) et (i) , (4) et (l2), on voit que 
les coetecients de x sont égaux : par conséquent (20) les droites 


'1 


. ■* 


% J. * ' 


Oigitized by Google 


. , 26 — ■ 

P3I,,0N , sont parallèles entre-elles et à la diagonal^ AG , et OP 
et MN sont aussi parallèles entre elles et à la diagonale BD. 

< 55. 1^ équations dé PN et OM sont . 


. ■ y 




' OM... y-- = — — ar. 


f 

• *' 


li.' 


2“a + c 

%.'■ - - - - 
Si l’on cherche', d’après les formules du ni'20, les coordonnées 
. des points d’intersection de ces droites*, on trouvera . . *■. 

V o-}-c ,• 

. . . . 4 »■ -A - • 

Or les-coordonnéês du point milien R de la diagbpale'AC sont 
celles dû point milieu H de la diagonale BD sont ' 

Jif ® rt A ‘ 
ar’ — - . V" !z= - • • 

, 2* ^ 2' • • ■ ■ . • • ' 

,et le point milieu I de lai distance de ces'deux puiiits a p^r, cor 
ordonnées • * ’ ' •• • i ■ 


Donc 


j— fdl£ 

. k ^ .n: 

•. • ? : •> ■ ■ 

THÉOrIme,’ 


Le point d’intersectioQ des diagonaies du parallélograinine ^ont tek sommett 
touchent en leur milieu les côtés d’un quadrilatère quelconque àe trouve au milieu ‘ 
de ligfne qui joint les milieux des dia^nàles du quadrilatère.' ^ 

54;, J.’angle des droites PN j sera droit s{ Ton a la rèla- 
imnl^ . ' . . 

* 1 + aa:'^- (a-4-o')co&® = 0> • .'f . 

c’est-à-dire î 

^ ' c— a-a-j-c ' \e— a,' a>^cj' ’ 

et j toute réduction fako,-- , ; * • >i 

.( -j- 2érf cos e> ) — 2(ti ços 6)'=: 0 ; 

• ‘ * * ♦ 
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A , (Ta|>Vk la fomole p) , ai ÂC = BD , donc : . : . ' ? 

LepataHélogrammë iiucrit secfaaAge en losange si les diagonales du- quadrila- 
tère sont égales. • ' 

ôn démontrera plus aisément encore que 

Le parallâogrètnine inscrit se diange en rectangle quand les diagonales dn 
quadrilatère se coupent à'angle droit ; 

' _,Elenfinen carré \onqne ladiagonalea du qUHrilatère sont égales et popendi- 

calaires l'une a l’antre. . 

♦ 

- * * ■ ' * 
THÉORÈME. ' . . ' 

' « ■ ' • 

I ^ . . .. ... ^ 

OU. Do&s tout triangle les droites qui joignent les sommets et les milieux des 
cOtés coDooureDt en un même point 

Les côtés AB , AG j da triangle ABC (fig. it) , 'étant pris pour 

axes , soient faits ^ ‘ -• 

AB = c , AC= i .• 1 

les coordonnées des points milieux M, N, O, Seront évidemment 
M *'=|, N *•=!, .G_ar"'=0, 

.. .y'^0 

eHes é(|uati(>ns des droites ' ^ , ' y i 

CM ?4- — 


(2) 




v"' = - 
if —2 


r 


Multipliant la i''* équation par 2, et rcirancliant la 2* du pro- 
duit , on trouvera ' 


multipliant ensuite la 2'.’par 2 , er reiranebant la l”du jjroduH, 
on;obtiendra •> - ' ' - 

■ • - -y=?, • - - ' • • * . 


d'où 




•X, ' e 
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donc Ip point d’iBters«clion des droites (l) ,et (2) est un'pointile 

là droite Aid’, dont l’équairoB est ' ’ ; • . ■ 

" t ■' ' b 

. ■ - , *AM... y=2-s; • ... • 

oe point de concours est le centre de gravité du triangle. ' 

> ' THÉORÈME. ,, . 

■ 86. Les droites menées dacettre de gnvitéd’uR triante aox^^ineUpatta^ 
gentletrianji^leentroisparties'é^valentes.' / ■ 

Les axes étant disposés de la même manière , el les notations 
étan(.le$ mêtnes, on a trouvé (27)' pour V«xpression de la di- 
stance d'un point y', à une droite • , • •• ' 

' .. ÿ = ’ : . . * 

■ ' ' -L, (y*— Aa?'— B)8in6 . 

' ■ . * “ (/l+A*-f2Acose' , ‘ - 

•Dans ce cas particulier, les équations des côtés sotit 

...O . ' *• M 

AB... y = 0, . .• 

■ ' ’AC... 5;=0, ■ 

BC... ’ 

- ■ ' ■ *1 

' Faisant A = 0 , 6 == 0 , et y' = |, dans üexpression générale 
de P, on aura 


ensuite 


h * 

GP=^sin6; , 


c 


A = oo,.. B = 0 et ar',= - , 


GR=='Siu9;- 


et en6n A = — B=3Ô, ar» = ;, y' = - 

* C O O 

. . • . , ^icsinS 

O • «’ ’ J • 


• • ' , n A ^ ^ 

' ^ \ * |/ — 2Accosô’ 

Or AB— O., AG— ô, BC — ô*-}-e^^2icco80 • 

Ar.,. AB, G P _ AC . GR _ BC . GQ _ 1 Ac . sin • 
2^ 2~^ , 2. ^ “"3 . 2 . 


JDjqitizeo^b y C ^eo ^ c 


— 29 — ' 

d’oèl’on pourrait cobclüre, si on ne la conhaissaH'déjà , la for- 
mule tri^onométrique 


surf ABC = 


AB . AG sin BAC 


37. Le centre de granité est appelé aussi le centre des inoySii- 
’nés dislànccs's Nous laissons au lecteur le soin de démontrer ^ 
cette propriété Mu centre de gravité du triangle par rapport A 
une droite quelcontjue , ' ÿ = A*a? By menée à volonté dàns le • 
plan , ainsi que les'théol’ème^ qui suivent. . 

‘ THÉORÈMfe. ' ■ ' 

Dans tout tdatoçlélés ârcttespeqtaidkalaireaâevées sortes milleiix des eôt& 
ooDcoùrent en un même Itgiiit. , . ^ •Jj.t 

On trouvera pour les çôordonoées iki pâint de concours 
— frcos9 'x i — qco^S t ; 

2sin^a ’ Ssin^e ■ 

On tirera de ces valeurs des conséquences assez curieuses. - 
*■ Par exemple, en cherchant l’expression de la distancé du pre- 
mier point de concours à l’un des 'sommets du triangle à l’orP 
gine, pom» plus de simplicité, laquelle distance est, comme on 
sait > lé rayon du cercle circonscrit au triangle ^ on trouvera 

^ ' . • R == f- - ' •' . ■ 

. . 2siu6 ' .■ 

en uppelant à le côté opposé h Pangle A ou 6 ,.et par conséquent 
a - "b ' c ■■■ / '' 


«F 

* ' >• 


2 sin A .JsSbT SteinC’ 


A, B, C; a, b,c, désîgnanilas angles et les^ côtés du triangle; 
eteoçore ’ sürfABCr:^^^ ' v •’ 

qui sonU’cxpression d'autant de théorèmes généraux. 

T THÉORÈME. • ■ ' 

Dans tout triaaste le rayon du cercle circonscrit est égal à la moitiédu rapjx>rt' ' 
d’un cdté quelconque au sinus de ryAgle , Opposé, . * ' - 

, THÉORÈME. ‘ ■ • 

La surface d'un triangle quelconque est égale- «p -produit (les tr<»s c6té»f diviêé 
par le 'double du diamètre du cercle circonscrit. 


-.4.\ 
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THÉORÈME. 


. tSS. Dans tout triangle les perpaidiculaires abaissées des somïiieU sur les c4UA . 

opposés concourent en lin même point. • ' 

On trouvera pour les coqrdonnëas.de ce point - ^ 

. • ' ( A — «’CÔs cos 9 . w. • • . 

.■<( ■ sin^ô ’ ■*. 


. _^(ç — A cos9)co59' 


y ' THÉORÈME. ■ ' 

> 59. Les dnütes qui divisent en deux parties égalés' les'angles (Tun'tijimgte 
concourent en un même poinl. - ^ . 

' Ce point a ponr coordonnées 

• - Ac ...» ■ ■ ■ 

' ► • • (I A -^‘c* ,, ■ 

^.es perpendiculaires abaissées de ce point sur les cétéssont'égales. ■ 

Ce point est, comme on sait , lé ceiitre dit cercleinscrit , et la 
yaleurdu rayon du cercle imserit, , : t * » »„• • ' *X.' 


" ’ Acsin A 

r'' T * . - y * 


PROBLÈlte. ; - 

Déterminer un point a égale distance de trois droites données • ' . - 

X& problème a quatre solutions. ' *,'< ' v • , 

, Désignant par a, A, «r^'des cètés du triangle formé par 1% 
droites ; par 2p le conlÂir, pw.e la surface, et enfin par p, , p,, 
P,, Pt, les quatre. distances ég^es, c’esT-à-dirtf les rayons. des 
quatre cercles, tangents à la fois aux trois droites données, on 
trouvera les résultats suivants .; • 


p — a’ 


p—e 


Dtgf'rd^'bÿÇoogït 


« jt-.. 


r 


- »1 
»/ fc . 

P, est le rayoH tlu cercle inscrit , et^, » Pa > Pu les rayons des cer- 
cles tangents extérieurement aux (^lês dont la lettre se trouve au 
dénom^ateur. - - v - . . \ 


2 ». 

3» 


•p.X P. Xp,Xpi=*^. 


1=1+141. 

P. P. fil Pi 


4» R étant le rayon du cercle circonscrit, 


A' 


"1 


• P.')- 


5* 


S = P»^X P) X Pi 

■P 




6« Et enfin cette nouvelle propriété du triangle reciangle : , 

‘ * '■ . THÉOÇÈMB. " .* • 

Dans tout triangle rectangle la circonCérence du'ccrcle tangent ana^ trois cdtés, 
et extérieurement à l'hypoténuse, est. égale ù la somihe des trois autres cireonfé^ 


rences. 


- ■ 40. Si l’on représente par D la distance des centres des cer-: 
clés inscrit et circonscrit, on, trouvera cetle expression : . ' . , 

.. . D2 = R2-'2Ra-- '(P) 


. • / . • THÉORÈME. 

, ■ ». • • * * 

La distance des centres des cercles inscrit et circonscrit est une moyenne pro- 
portionnelle entre le rayon du’ cercle circonscrit et l’éxcès de ce rayon sur le 
do^i^le du rayon du cercle insériu ' ■ \ . ^ 

41. En désignant par S la somme des distancesdes trois som- 
mets des points dè cdhcours des perpendiculaires abaissées sur 
les cètés opposés , on obtiendra . / , . 

• V “ ■ .S = 2R+2r, . . y ,(Q) 

-, THÉORÈME. 


• =• V.. , ’ \ 

Dans tout triangle ]a somme des distances du point de concours des trois hauteurs 
aux sommets do triangle est égale à la somme des .diamètres des cercles inscrit et 
circonscrit 


' » . 

^Sl le triangle est rectangle, on a ce théorème : 

, • ' ' • . THÉORÈME. 


Dans tout triaugle rwUnglç l'hypotéuuse est <^ale à l’excès de U somme des 
deux côtés de l*angl« droit sur le’ diamètre du cercle inscrit 


-i 

, ^ 

i 
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fbrnue (le I’expt«8si(m t*, a6a delà fm>nnAttre prontptêment aa . 
besoin.' . . . , • , 

. Les distanoés'd’ün point jr'ÿ' aux coordonnés sont : . 

. • , . •- fl =: y' sin fl. . ; V . ' cy •» • ' 

.• .• . ..•• t a ^ ^ 

i Sî tes MW* sont rectangfulairés, œtte ekfnressiôn de P'sfe 
simplifie et dexient . •- , .■ » ' - ‘ ’ 

■ . • ■ ' ' . . . • 

, 99. ^ le point' donné .est à l’origine ) U ▼nlenr de P sé sim-' * 
[fiifiie encore., et l’en a . v * • 

I * * . ■ * ' *" • 

P.= dt ■ — . en coordonnées obtiqués^ 

K l+o^4-2acose . • • • ■' •. 


b - • 

P = ± — — — ' en coordonnées rectangnlaires. 

50. Telles sont les princi^tes formules dont on se servira 
potir la recherche des propriétés des fibres géométr^nes rceti- .■ . 

Jignes,,etla résolution des problèmes sur la ligne droite, , 

^ Iléons eh donnerons ici quelques exemples bien simples, et I 

noos renverrons^e lecteur, pour de plus amples détails , h notre . ' 

recnéil de Problimet d’ applieation de V algèbre à la gèotftibrie, ' 

V* partie, Z?fl /a rfro»/c fl/ rf« erfwpfc. (!) ^ • 

• r THÉORÈME. . . . ■ ■ . ' 


. SI. I,e« diagonalet d'un pBral)<fcgiyiaaaÉj4MS9BÉ4ia^iMppnMfliia9^ ^ 

ment en deux parties é 0 |a 1 e 8 . , ■ 

Si l’on prend ponr axes des coordonnées les'cdtés 
(fig. 7) , et si l’on Tait ÂB= a, AD = £ , d’après la' définition do 
parallélogramme, les coordonnées du point G seront « = a, ' - 
y=;A, ét Céqaation de la diagonale AC, passant par l’origine 
et par le point G (à,. A), Mra (17) ■, , 


AG... ou i--=0^r -0 'î(2), 

• . “ • **. > 

‘et (7) celle de BD...; f -(a) 

ajoutant et retranchant les équations (1) et (2) oh troovera /. ‘ 
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a 

'3 ' 


b . 


pônr les coordonnées^ du point d’intersection* O , d’oü il résulte 
évidemment c{ae ce point est à la fois le point milieu des denx 
diagonales. ' 

• * THÉORÈME. 


S2. Dam tout quadrilatère, ai Von joint deux à deux les milieux des cdtès< la 
figure résultante^ un parallélogranune. 


On prendra- pour axes deux des côtés, AB, AD (fig. 8), du qua- 
driRtère,~et faisant AB = a, ADr^ A., c el d désignant les co- 
ordonnées du point G j les équations des diagonales seront 


AC...2_5=:0- 


d c 


ou y: 


d 


. <i) 


» BD.... ^ -1-^ = 1 ■ ou y=z~'LxJf-b: 


m 


'b ‘ a ' . • O 

Les coordonnées de dtnx points étant a»', y ; x", y'\ les coor- 
données du point milieu de la droite qui les unit est évidem- ‘ 
ment , d’après la propriété du trapèze , 

y+y"- 
. 2 2 


et par suite les coordonnées des points milieux P, M, N, O, seront . 

M wr._ £ " O ar»=o; 


P - M > 


P- " ' 


y=o P 


y" 






•d 

■L.;. 

Les droites passant par lés points milieux auront pour équa- 
tions (17) . 

b±d^d 


• ON...:v.- 

• OP... 




. » a 

.T • 


(*) 


. • 


h , b 

f o-f-o' 
y — . 1 a?— — J— 




2 a\ 2 / 


•En comparant les équations (3) et (1) , ( 4 ) et (2) , on voit que 
les coetecients de x sont égaux : par conséquent (20) les droites 






■J 

J' 


% 
V - 
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RM , ON , sont parallèles entre elles et à la diagonal^ AC , et OR 
et MN sont aussi pafallèles entre elles et à la diagonale BD. 


' (, 


< 55. Lès équations dé PN et OM sont / 

' OM... J'— - = — I — X. ■ ■ 

. <. ■ 2 a + c ^ V- 

»- ' • • ' 

Si l'on cherche^ d’après les formules du n. 20, les coôrdpnaées 

, des points d’intersection^de ces droites', .on trouvera . .> y. i _ 

• Y_?zÈf Y — ' • 

, À — -J-, X— . 

Qr les'coordonnéès du point milieu R de là diag^ale AC sont 

. - *^ = 2 » : . 
celles dû point milieu H de la diagonale RD sont 

»" = - r" = -- * ' ' , 

et' le point milieu I de la disutnce de ces!de«x puitUs a ppiir, cOr 
ordonnées ' ' .... 


Donc 


?'■' ‘ : '> 

THÊOnt^' 


Le point d'inténectioD des diagonales dn parallélognmtme ÿent sommets 
tougbent en leur milieu les côtés d'un quadrilatère quelcon^e trôuve «u milieu ' 
de la ligne qui joint les milieux'des diagonales du quadrilat^'" ' ‘ 

54:, L’angle des droites PN , aéra droit sH’on a la rela- 
tion ' 

■ , * l-j-aa'^(a-j-n')®os6 = 0, ., f . 

. . * I ^ I d~h\ 

c’esl-à-dire î 4- — ^ — .. — ^ — h ( • ' ■ 4- ).cos6=s0, 
... ^ c — «.o-t-e \c“a, O’^ç/ 

et j toute réduction fake,-- , ' ' • i'. ' • 

* •* 

.( rP 2 ê</ cos 5 ) —(a^-f-A^ — 2 ff 6 cos 6 )^ 0 ’; 
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d'aj[>rè8 la formale (5) , si AC := BD', done : « 1 


Le pataMbgraniine inscrit se change en losange si les diagonales du' ({uadrila- 
tère sont égales. • 


ôn démontrera plus aisément encore que 


Le panliâo^teme inscrit se change en rectangle quand les diagonales dû 
quadtilatèresecoapentà angle droit ; 

^Etenfinen carré \orsqoe l^diagdnalea dn qiÉMrilatére sent égales et perpendi- 
cnlaires l’ane à l’antre. ■ ' 


THÉORËBfE. 


5S. Dans tont triangle les droites qui joignent les somn^ et les milieux des 
cdtés concourent en un même point 


Les cdtés AB , AC i du triangle ABC (fig. ÿ) , 'étant pris pour 
axes , soient faits ^ ' * -W 

AB — c f AC “ i ,• % 


les coordonnées des points milieux M, N, O, seront évidemment 

-2, .G, x"'=0, 


M y=-. 


* N «»=-f 


. y '^0 


v"=~ 


2 




eHes équations des droites ' . 

y 

i 




<0 


•V2 


BO... 

(î) " ' 


. - ( 2 ) 


'Multipliant la i'* équation par 2, et rciranchant la 2* du pro- 
duit , on trouvera . *r 

c . . 


mulliplianl ensuite la 2' par 2 , et retranchant la 1" du produit, 
on:obliendra ■" - 

'b ' • # 


•^1— 


d’où 


-ÏJ = - • 

•X, ' c ’■ ' 
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. r -V, ... 

donc le point d’intersection des droites (1) et (2) ést ûn'pojntde ’ 
la droile AjVÎ‘, dont l’équation est ’ " j • ' * ■ 

• . ' • , 'AM.., yz=z- X ; ■ • ' 

• 'c> ■ . . .. ■ 

’ • • » 

_ oe point de concours est le centre de gravité du triangle. 

V THÉORÈME. ; 

36. Les droites menéesdo centre de gnvite d’ut triân^le aux Mmm^ pattar 
Beat le triani^a en tnus parties équivalentes.* i ■ ^ 

Les -axes étant disposés de la même manière , ei les noutions 
étant. les mêbies, on' a trouvé (27)' pour l’expression de la di- 
stance d’un 'point x', y, à une droite 

■ .. J y = Ax-fB, ■ • ■ : , . ‘ 

' ' (y*— Ax’-— B)sin 9 , 

. ■ • . • ■ . Kl-l-A^+2Acose‘ , ‘ - 

•Dans ce cas particulier, les équations des côtés soRt 
AB... y = 0 , . 

■ . .. ^ '4C... , x;=b,‘ ' 

• BC;.. ; 

' Faisant A = () , C = 0 , et y' = | , dans üexpression générale 


de P, on aura 


ensuite 


GP=5Sin9;' 

1 


•c 


A = oo,.. B = 0 et = - , 


GR — -siü9;* 

t * ^ 


el en 6 n A = — -, B=ai, V = ^, ^' = ■ 5 / 

• . C , ■ ' ù O ' 

\ ' * • 

■ • / . ■rôçsin 6 

ô , »* * • 


. • ‘ GQ — ~ . 

^ (/ 2iecos9* 

Or AB^e^ AG=Ô, BC — |/ A*-|- 2ôc cos 9 • 

AB-GP_ÂC.GR_BC.GQ lAc.sin* 
2. . Ï~T , 2. v—3 , 2 ’,i 








donc 



; — 29 — ■ 

d’où l’on pourrait conclure, si on ne la connaissait' déjà , la for- 

muletrigonométrique 

r _ AB . AC sin BAC 
surf ABC = . ' 


57. Le centre de gravité est appelé aussi le centre des naoyên- 
nes distances.. Nous laissons au lecteur le soin de démontrer ^ 
celle propriété ‘du centre de gravité du triangle par rapport à 
une droite que{con{]ue , y = A'ar -|- menée à volonté dans le 
plan , ainsi que les" théorèmes qui suivent. 

THÉORÈME.' ' 

Dans tout triauelé tes droites perpendiculaires élevées sur les milieux des oAtâ 
concourent en un même point ^ j. ^ 

On trouvera pour les coordonnées du point de concours 
.1 ' ^ ^ # 

,0 — ZtcoS9 b — oco^9 ^ 


jf=i- 


2sin*^‘ ’ ^ 2 sin* 9 

On tirera de ces valeurs dqs conséquences assez curieuses. * 

<• Par exemple^ en cherchant l’expression de la distance du pre- 
mier point de concours à l’un des sommets du triangle, à l’orH 
gine, pom^plus de simplicité,. laquelle distance est, comme on 
sait J lé rayon du cercle circonscrit au triangle ^ on trouvera 

■ • 

. 2sin6 • 

en appelant a le côté opposé à l'angle A ou 6 , et par conséquent 

' . jv_ a . *b * c 

• ■ • • *~2sinA^ 2 sin B 7” Sfcin C ’ ' 

A , H , G; O, A, zf , désignant 1ns angles et les côtés du triangle; 
et encore 

qui sonU’cxpi'ession d’autant de théorèmes généraux. 

. THÉORÈME. 

Dans tout tvûuigle le rayon du cercle circonscrit est égal & la moiUédu rapport 
d’un cété quelconque au siniu de l’ynglc opposé. 

- • . • 

, THÉORÈME. ' 

# 

La surface d'un triangle quelconque est égale ap produit des trois cétés. divisé 
par le 'double du diamètre du cercle circonscrit. ’ ' ■ 


surf ABC 
• oK ' 


^ 30 — 


THÉORÈME.' 




. 5ft. .Dans tovt triangle les perpendiculairea abaissées des sommets snr les côlA 
opposés concourent en un même point. 

Oq trouvera pour les coordonoëes.de ce point « 

. • j_( A — CCOS9) cos3 . 

' \ , sin^ô * ^ r - ^ ^ 


(ç — A co59)cos9 ' 

. • sin* ^ 


.r 


^ ■ • ' THÉORÈME. 

> S9. 1^ (fasdus iiui divtwnt en deux paito ég^' kt angles d*un triangle 
conconrent en un même pçnnU - ^ .•.••. .■ * ^ ■ 

- Ce point a pour eooràoipées 

■ . - be ' ' • 

. , > . y =r^+yip;* • -•' 

Jiesperpendkalaires abaissées de «point sur lescAtés sont' égeks. '■ ■ ' • 

Ce point est, comme on sait , lé ceûtre du cercleiascrît, et la 
yalè^urdurayon du cercle iascrît. • 

■ . ,sv. ^ - ^gsiuÀ , 

o '4“ U < 

PROBLÈlb. ,» " » 

• • ^ • 
Déterminer un point b égale diitan« de tnds droites données. • . . 

i-Xo problème a cpiatre solutions. " ' . v ■ , 

, Désignant par a, b, ej'ha cOtë« du triangle formé par 1^ 
droites ; par ip le contÀir, par ,f la sùrface, et enfin par />.,(>.» 
py, P 4 , les quatre, distances ég^es, c’esT-à-dirtf les' ray.oos.des 
quatre cercles tangents à la fois aux trois droites données, on 
trouvera les résultats suivants ; • , ‘ 


P.- 

P. 


»... 


y"' 


p — a' 




. . .V .» < • 




p — e 


■ t • 




■t. 
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P, est le rayoH ’du cercle inscrit , et^, , p^, Pi, les rayons des cer- 
cles tangents extérieurement aux côtés dont la lettre se trouve au 
dénominateur. , « 

•p.xp.XftXp.=*^.‘ ■ ' .:'c /••• 


2* . 
S» 


1==L+Lxi 

/». p. fii Pi 


4* R étant le rayon du cercle circonscrit, 

• V 

5» S 

P 


P.)- .V- 

c-', 


6« Et en6n cette nouvelle propriété du triangle rectangle : , 

>. TBÉO^ME. 

Dans tout triangle rectangle la circonlérence du "cercle tangent an^ trois côtés, 
et extérieurement S l'hypoténuse, est égale h la somme des trois autres circonfé- 
rences. ... ' 

40. Si l’on représente par D la distance des centres des cer- 
cles inscrit et circonscrit, on,ti*ûuvera cette expression : . 

D2 = R2 - 2Rn- , ’ . ■ (P) 

, # ‘ , TBÆORÈME. 

La distance des centres des eercles inscrit et circonscrit est une moyenne pro- 
portiov>elle entre le rayon du cercle circonscrit et l’excès de ce rayon sur le 
double du rayon du cercle insèrit 

41. En désignant par S la somme des distances des trois som> 

mets des points dé ct^coiirs des perpendiculaires abaissées sur 
les côtés opposés , on obtiendra . . , 

. • . _ , S = 2R -f-'sn , !. ,(Q) 

THÉORÈME. ,■ , , , 

, '«•» • \ 

Dans tout triangle la somme des distances du point de concours des trms hauteurs 
aux sommets du triangle est égale à la somme des diamètres des cercles inscrit et 
circonscrit. , ’ 

^Sl le triangle est rectangle , on a ce théorème : 

' ' ' ■ • ■ THÉORÈME. 

Dans tout triaugle rectangle .l'hypoténuse est égale à l’excès de la somme des 
deux côtés de l’angle droit sur le' diamètre du cercle inscrit 


•Ou . - . / ; :• . 

<Le 'diamètre du cercle inscrit dans tout triangle rectang^est égal à l'éicèide 
la somme des deux cAtés de l'angle droit sur l’hypoténuse. ^ . 'i . 


La d^mbinaisou desJbrmules,(P) et (Q)'donne 

D2=K(3R— SK 


• V*' 


De là : ' 

. ■ THÉORÈME. 

Dans tout triangle la distance des certres des cercles inscrit et drconserit est 
une moyenne proportionnelle entre le ^yon dd cerclé drebma:rit êc l'exCts du tri- 
ple de ce jayon sur la somme des distances du point de concours des trois, hauteurs 
aux sommets du triangle. 

Eteoeore : ‘ ‘ ■ 

THÉORÈME. - 


, Dans tout triangle rectangle la distance du milieu de lliÿpéténuse (cen»e du 
cercle circonscril^au centre dn cercle inscrit e^ une W>yenne proportionnelle en- 
tre la moitié de l'hypoténuse et l’excès éu triple de dette moitié surJla sommé des 
deux cAtés de l’angle droit. ' . » . . _ , ' 

! . ■ ' • THÉORÈME. •• • • 

■48. Dans tout triangle le' centre de grarité (point de oonconrs des droites des 
milieux) le centre du cercle circonscrit et le point' de ponSours des trois hanteun. 
dent en Dgne droite , le centre de gravité étant aU tiers de la dislahce des idéux 
autres points. ' 


Nous eirgageons. le fecteyr à faire choiit , autant que poKÎble; 
pour, axes deR. coordonnées , des côtés eux-mémes du trian|de. 
Les équations des droites sont très sytniétrjjqttes ,rét le. réài^t 
.plus tôt mis en évidence. ^ s 

Au' surplus , nous le renvoyons au recueil ci-dessus rappelé, 
ponr le calcul en coordonnées rectangulaires /étnqüs terutine- 
rons parla théorie des transversalés rqptilignas, qui ie démontre 
par l’analyse algébrique ayec la' plus grande fedlité.' ^ 
Nous donnons ici une solution de ce problème un peu diffé- 
rente de. celle qui est développée dans le recueil , et qui paraîtra 
peut-être plus simple et plus élégante. .. 

’ 

- • PROBLÈME. . .1. .. . f , 

48. Étant dohnêes deux droites, AB, AG, et un point P, daijstéplan de cé» 

droites (fig^ 10) , on mène par ce point des conples dé sécaoîm,'PQH, PRI^et l’An 
joint réciproquement les pohrts d’intersection par 4es droites MR, OS , qui se Âi- 
pent en un point I. TrouTer le lieu géométrique de tous les points 1 ainsi lAtènus. 

‘Prenant pour axes les droites données AU,. ÂC',. néus ferons 


AR = a', AS = |5', 

«r^» |5', correspondant à une position particulière des sécantes 

POM , PRS , menées du point P. 

^ Cela posé , les équations des diagonales MR, OS , seront évi- 
demment 


os... 


.A 


et l’on trouvera aisément pour coordonnées du point d’inter- 
section I ' 

* P'«'— jS« » 

d’où 

X, ««' (d) 

Mais les sécantes elles-mêmes POM, PRS, ont pour équaüons 
POM... 

PRS... | + • f'v - 

et, si l’on désigne par y., les coordonnées de leur point 
dmtersection P, on trouvera 


• ajS'— ]3«' ' 


PP' («'- «) 


d’où 


a.p< — jSa'’ ’ 
aa' \p' — pj> 

et par conséquent .• 

^ + ^ = 0..- 


. . > • ' 
(F). 

{ 

• cl étant donné, x„ y,, sont des quantités constantes 

et connues ; par conséquent Téquaiion (F) est de la forme 

y ' 

r + *=o- 

Donc * 

é 

' ' i 


«/i - 

44. Si le point P est situé à l’infini , les droites MOP , SRP 
(fig. 11), sont parallèles , et l’on a 


l’équation (F) devient ‘ 




X, 


> . . , (8)* 

et la droite AIG* , des points d’intersection I , partage en déux 
parties égales, les droites MOP, RSP. 

Ce résultat pouvant s’appliquer à deux sécantes quelcon- 
ques , on ^n conclut ce théorème : ' ’ 

. . < » THÊORÊIWE. ' •' ■ 

Dan£ tout triangle ABC (6g. 11), si l'on mène des paralt^os, HO, RS, è l’un 
.^es cdtès , les diagonalesHS, RO, des trapèzes interceptés , se coupent slir la ligne 
qui joint Ic sommet opposé et le milieu du côté. ■ 

Et plus généra'ejnent : 

THÉfHtÈME. 

Deux droites quelconques étant données, si l’on mène à ces droites des trans> 
venatesiparaUèles , les points d’intersection des diagonales des trapèzes interceptés 
sont tous sur une droite qui passe par le sommet de l'angle des droites, et qui 
partage chacune des parallèles en deux parties égales. 

46. Mais il n’eèt pas nécessaire que et y, soient tous deux 

y , ^ 

constants à la fois , il suffit que le rapport — le soit , ce qui ne 
' ' *• , 
détermine plus une seule position particulière du point P, mais 

qui l’assujettit à rester sur la droite , 


y. 




(G) 


• J? 

‘1t' exprimant le rapport constant ; alors l’équalioh (F) de^ 
Viendra • . - ' - 


2 .’ 4 .*'= 0 . 


(H) 


Or, si l’on joint AP (fig. iO), et qn’on mène IL et PHP'pa'raUMes 
à 'AC, én désignait par o, A, o, angles CAI, lAB , BÀP , on 

aurai . , ' . 

PH MnPAH ^ ., sin e 

Âli sin APH sin(a-j- ’ 
y, IL _ sin lAL sia 4 
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donc , à cause do la relation (F) , on aura aussi •. *- 

sin c sin 6 • •• 

sin (a-j-i -J-c) sin a’ ’ 

ou sin O sine = sin A sin (a -j- A -J- c). (g) 

46. Les triangles AMN.A^O, AOP , MAP, ayant tous même 

hauteur , leurs aires sont dans le rapport des bases : on â donc* 

5 AM. AN sin a , 

Z ^ ' . 

* AN .AO sin A 

# * 


2 AO . AP sin e 


.g AM . AP sin (a-t-i-ho) 


OP 

MP* 




Multipliant ces équations ternie à ternie , et réduisant on 
troüve 

sin g sin e MN . OP 

sin b sin (a e) ““ NO . MP ' 

El , à cause de la relation (S) , 

MN.OP = NO.MP. ^ (T) 

Ainsi, toute transversale PONM , dans quelque direction 
qu’on la mène , est partagée par les quatre droites AC, AI, AB, 
AP, en trois segnienu tels, que le produit du segment moyen 
par la somme des segmenu est égal au produit des segments 
extrêmes. 

La relation (T) peut se mettre sous la forme t 

PM__PM — PN 
PO~PN_Fü* 

El par conséquent 1« distances des points M, N, O, au point P, sont telles, que 

la plus ermde est à la plus petite comme l’excès de la plus nrande sur la moyenne 
est a 1 excès de la moyenne sur la plus petite. * ^ 

^ On dit que trois grandeurs sont en proportion hartnoniquo 
lorsque cfette relation existe entre elles : chaque sécante est donc 
divisée harmoniquemetu par les quatre droites , et les quatre 
droites pour lesqueBes la relation (S) existe forment un fait-^ 
ceau harmonique. 

Les quatre points P, O, N, M, sont dite harmoniq[ues. '' 

8 . 




Il suit de là que ' * . • , . 

■4 ■ \ . . . • • ■ 

- Si d’un point quelconque, hors d’une droite divisée harmoniquement , on mène 
des droites à quatre points harmoniques, ces quatre droites forment un faisceau 
harmonique. . ' 

J,es triangles qui ont pour bases les segments harmoqiqnes sont eux-mèmes en 
proportion harmonique. ■. , ' 

Un faisceau harmonique peut être représenté par l’ensemble 
des équations'^ . ‘ 

. ^ y = 0 (A),, y + *«=0 (c), 

x = 0 ,(A'J, ÿ—kx=0 (&). 

L’origine des coordonnées’^étant au ^sommet du fgisceau , les 
droites e, c',' sont dites conjuguées, par rapport aux deux autres ’ 
^roiies du faisceau , qui sont les axés eux-mêmes, et réciproque- 
’ ment. ‘ 

• • • ! ' 

Trois côtés tfun faisceau harmonique fonqent, avec le prolongemoit du qua- 
trième côté, un second faisceau harmonique. 

En désignant les qùalre côtés du faisceau harmonique pan les 
nombres 1, 2, 3, A, et leurs prolongements respectifs par &, 6, 7^ 8, 
on aura huit faisceaux harmoniques.: 1234, 2345, 3456,4^67, 
5678, 6781, 7812, 8123. . ‘ ‘ 

Si dans les équations - 

,ï=-t - ■ ■' 

<JnfaitX=:a?, ona Y = — ÿ. ■' , . ‘ 

* '* r ’ . * t 

On peut donc dire généralement que - ~ 

Toute droite interceptée dans un faisceau harmonique est divisée harmonique-’ 
nient. Lorsque la droite interceptée est parallèle 6 un des côtés du faisceau , les 
’ deux s^ments interoeptés .sont égaux. 

47. Dans un faisceau harmouiquè'A (fig. 12), les côtés AD, 
AE, étant conjugués par rapport aux.deux autres AC, AB, et ré- 
ciplroquément, les points N ét P situés .sur les deux premiers sont 
dits conjugués par rapport an. segment MO intercepté entre les 
deux autrés, et réqjproquementM etOsont conjugués par rap- 
port à NP. ‘ 

' Etant donnés nné drqite MO et un point P j on trouvera fàci- 
- lement son conjugué N par la construction suivante : d’un point 
quelconque A on mènera les droites AMC, AOB, APE,, et par 
le point P une transversale quelconque PRS $ ensuite joignànt 
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SO cl RM, cl mcnaat Âl, le pjiiit d’iniersection N de celle droile 
cl de la droite donnée sera le point demandé. 

Si, counaissanl le point 1^, on voulait d^tçrmincr son conjugué 
P, après avoir pris un |>oinl quelconque Â hors de la droite , et 
mencAMC, AND, AOB, puis une sécante quelconque TU, on 
joindrait TOH , MUII , et le point P serait déterminé par l’inter- 
section des droites AH et MNO. 

48. Enfin on résoudra facilement, au moyen de la règle seule, 
le problème suivant : 

probiJ;m£. 

Mener par un point donné une droite qui concoure au même point que deux 
droitee données qu'on ne peut prolonger, 

SC, RU et P «tant les droites et le point donnés, on mènera 
par le point P trois sécantes quelconques PRS , POM , PUV, et , 
par les points d'intersection I et G de deux des quadrilatères in- 
terceptés , un mènera la droile IG , qui sera la droile demandée. 

Si le point donné est situé entre les droites données, I par 
exemple <fig. 13), on mènera deux sécantes , RIM, SlOj puis 
SRP, MOP, qui détermineront le point P, par lequel on tirera unç 
nouvelle sécante PUV j et ensuite le point d’iniersection G des 
diagonales MU , OV, achèvera de déterminer la droile deman- 
dée IG. 

49. Remarque. Le petit nombre d'applications que nous ve-f 
Düns de présenter est plus que suffisant pour convaincre des a- 
vantages de l’algèbre dans les questions de géométrie : non seu- 
lement elle constate par ses formules les diverses propriétés que 
la synthèse ancienne avait découvertes , mais encore elle en fait 
découvrir de nouvelles par un moyen sûr et facile , œ ae servant 
pour cela que du calcul , dont, les procédés sont généralement 
applicables à toute espèce de formes géométriques. 

Nous passons maintenant à l’ettninen d’autres fwnt^ particu- 
lières , à la découverte des propriétés des lignes du 2* degré , 
renvoyant, pour de plus nombreux eKercices »ur In ligne dioiie, 
au recueil de problèmes précité. 


U • 




II* SECTION. 

■ ■ _ li. • — 

* ■ . . I 

DES LIGNES DU 2* DEGRÉ. 


' DISCUSSION DES ÉQUATIONS DU 2« DEGRÉ, 
CLASSIFICATION DES LIGNES QUELLES REPRÉSENTENT. 

r ' 

ttO. L’ëquation la plus générale du deuxième degré à deux 
inconnues , d’après la remarque du n* 12 , ne pourra avoir pins 
de six termes, et sera par conséquent de la forme 

' ’ n outre , d’après la remarque du n* 11 , elle ne pourra ac- 
quérir un plus. grand nombre de termes par le changement 
des axes coordonnés : par conséquent on peut regarder l’éqôa- 
tion (1) comme étant rapportée à deux droites quelconques prises 
pour axes. Il suit de là ce théorème : ’ . . . 

THÉOBÈME. ■ 

Une ligne du S* degré ne peut être rencontrée par une droite en plus de deux 
points. ' 

En effet , si l’on prend cette droite pour l’un des axes coor- 
donnés, celui des abscisses par exanple, les abscisses des points 
d’intersection se trouveront en faisant ysO dans l’équation (1), 
ce qui donne • Car* -f- E« -j- F = 0; , (2)' 

d’où'l’on tirera deux’ valeurs au pins pour «. 

Si les racines du trinôme (2) sont égales, lès deux points d’in- 
tersection sont réunis' en un seul : la droite n’aura donc qu’un 
’jptrint commun avec là ligne du deuxième degré-, et sera ce qu’on 
appelle à celte ligne. ~ i 

' ’ Si les racines sont imaginaires, la droite ne la raacontrera pas. 

, . t . . . . y . > ,t • 

! 

. "81. Pour reconnaître la forme de la ligne représentée par 
l’équation (l)j appliquons la méthode générale, et résolvons celte 
équation par rapport à l’une des inconnues, y par exemple. On 
trouvera , après avoir mis l’équation sous la forme 
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Ay^ -j- (Ba? -f" D) y -j- Ea? -j- F 0 

,.^(Ê£±2), + (îîi^±I)J, 



la valeur générale de l’ordonnée 
et , faisant pour abréger , 



B*— 4Ac=n, Bb— 2AE=p, D* — 4AF=9, 


y:=zax-\-1>±—[/'nx^-{-1px-{-q. 

Les deux valeurs de y comprises dans c,ette valeur générale 
ont la même partie rationnelle , exprimée par oa? + A , et qu’on 
peut regarder coéiime l’ordonnée de la droite 

y = «ur-j- A. ' 

Construisons cette droite , entièrement déterminée , puisque 
a et A sont des quantités numériques ou algébriques données. 

Soient OX, OF 'fig. 13) , les droites prises pour axes, et DD, 
la droite construite. 

Pour obtenir autant de points qu’on voudra de la ligne (1) , 
on donnera à x une valeur quelconque 

a^=OP; 

par le point P on mènera l’ordonnée indéfinie PH , sur laquelle 
on prendra à partir du point II, au dessus et au dessous de ia 
ligne DD' , deux longueurs HM , HM' , égales à la valeur que 
fournira la partie irrationnelle . 

• 1 

. .• A 

On voit, en effet, que d’après cette construction 

PM =PH+ HM - ax+A -I- ^ \/ni^ +ipx~q, 

PM'ssPH— HM'==ax-},A — ^^[/’nx^-\-1px-\-q> 

Ét répétant la même construction pour toutes les valeure de x 


1 


— 40 — 

qui donneront au radical des valeurs rëelleâ , on obtiendra au- 
tant de points de la courbe qu’on voudra. ■ . 

D’ailleurs, en donnant à x des valeurs aussi rapprochées qû’on 
voudra , on obtiendra aussi pour y des valeurs très rapprochées ; 
en effet , si et ar", représentent deux valeurs consécutives at- 
tribuées à X, et y', y’, les valeurs correspondantes de y, on aura 
les deux relations ^ - 

Ajf® Ba:'/ + + Dj' -f Elr* -j- F = 0 1 

Bar'jr' -f- Ca^* -{- Dj* -f-Ef'.rl" F = 0 ; ^ • 
d’où , , . . .. ; .. ^ . 

A(j,û_y-r2)4.B(^y'-ar'y')+<Xx’W")+DCy'--/';^E(x'^')^ 

. Et à cause de ‘ j 

ar'*— *'«=:(a!'H-af")(ar' — ar")v . ‘ 

(^'+^0(3'' — j")+fa?'—a:")r/4-/'; 

x'r—x'y — —5 -—^ — 2 ^ , 

on trouvera 

y— 

D’où l’on voit que la différence entre deux ordonnées consécu- 
tives décroît en même temps que la différence des abscisses, 
et devient nulle en même temps qu’elle. ^ '' 

Si donc on détermine uti assez grand nombre de points de la 
ligne convenablement rapprochés entre^ux, M, m , M' , m' , on 
n’aura plus qu’à joindre tous ces points par une ligne continue, 
^i sera la ligne lieu géométrique 4e l’équation 

La construction fera reconnaître que ce. lieu géométrique est 
généralement une ligne courbe. < 

, On remarque , en outre , que la droite DD| parte^e en deux 
parties égales les portions des ordonnées MM', mm', comprises 
dans la ligne du deuxième degré ; propriété, qui lui a fait donner 
le nom de diamètre, ... * 

tfS. Afin d’arriver plus promptement à. reconnaître la forme 
de la ligne par la forme de Féquation , examinons les diverses 
modifications que peut subir l’expression renfermée sons le ra- 
dical , puisque c’est de la partie irrationnelle de la valeur géné- 
rale de y que dépend principalement la forme de cette li^e. 


y, 2C(^'+g'") + B(y+ÿ') + 2E 

^ ^2A(y + y')-pB(»'-f x»)+2D* 
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Faisons, pouf abréger i ’ v ' ■ 

J Y=.^ + 2/>x-f '■ - 

Y désignant généralement la. portion de l’ordonnée qui en 
doit être portée au dessus et au dessous du diamètre ; et cher- 
chons l’éténdue et les limites des valeurs de x qui rendent Y 
réelle , nulle ou imaginaire , ou , ce qui revient au même , 
qui rjéndent jix^^ 2px-{-q positive', nulle ou négative. 

Or, on sait que dans un polynôme quelconque 
• ' par“ 4“ Qjr” “ ‘ Hr“ - ■ -J- etc. ‘ 

on peut toujours assigner ivx une valeur positive et une va- 
leur négative telles, que toutes les valeurs positives et négatives 
plus grandes donnent pour ce polynôme des valeurs de même 
signe que le premier terme ; et qu’en faisant croître jusqu’à 
l’infini , les valeurs du polynôme augmenteront elles - mêmes 
jusqu’à l’infini. . 

Cette valeur n’est autre chose que la limité des racines posi- 
tives ou négatives de l’équation 

que l’on obtient en mettant le polynôme sous la forme 

P^ar“-l-Pa?"‘-.-|-|x”->-|-etc.)/ 

P conservant sôn propre signe. • .*• 

Ainsi , ù partir de certaines valeurs de x-, positives ou néga- 
tives , la quantité nx^ -|- Zpx -f- q prendra des valeure crois- 
santes jusqu’à l’infini , et de même signe que son premier terme 
«ar* , et comme le carré a?* est toujours positif, de même signe 
que n , c’est-à-dire de même ligne que B* — 4AC. 

Si donc n est négatif, c’est-à-dire si — 4AG <C 0 , il y a 
des valeurs de a? au delà desquelles Y est toujours imaginaire,, 
soit qu’on donne à x des valeurs positives , soit qu’on lui donne 
des valeurs négatives. D’ailleurs Y ne peut jamais devenir infini 
pour aucune des valeurs de x entre lesquelles Y estTcel , car ar 
n’entre point en dénominateur dans le polynôme soumis au ra- 
dical : donc la ligne du deuxième degré dans ce cas particulier 
est limitée dans le sens des abscisses positives et négatives, tant 
au dessus qu’au dessous du diamètre. 
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Si « est positif, c’est - à - dire si — 4AC > 0 , il y a des 
valeurs positives et négatives de x. au delà desquelles Y reste 
toujours réel ; d’ailleurs Y peut croître jusqu’à l’infini : donc 
la ligne du deuxième degré ,'daus ce second cas particulier , est 
illimitée dans le sens des abscisses positives et négatives , tant 
au dessus qu’au dessous du diamètre. 

Si « = 0 , c’est-à-dire si B^ — 4AC = 0 , Y se réduit à 

, • V - 

et, d’après la remarque précédente , si ^ > 0 , à i positif et 
aussi grand qu’on voudra correspondra toujours une valeur 
Téelle et illimitée de Y. ^ 

Mais en donnant à x une valeur négative suffisamment grande , 
on aurait pour Y une valeur imaginaire, {.a ligne du second . 
degré dans ce troisième cas est limitée dans le sens des abscisses 
négatives. Ce sera le contraire si p est négatif. Ainsi, dans ces 
deux cas la ligne du deuxième degré est illimitée au dessus et 
au dessous du diamètre , mais elle n’est illimitée que d’un seul 
côté par rapport à l’origine. 

Nous examinerons bientôt le cas particulier où p serait nul en 
même temps que B» — 4ÀC. 

83. La discussion précédente nous conduit à distinguei^ trois 
genres de lignes du deuxième degré , à l’inspection seule de 
l’équation: 

B* — 4AC <C 0 } Ligne limitée dans tous les sens. 

B^ — 4AC ^ 0 , Ligne illimitée dans tous les sens. 

B^ — 4AC = 0, Ligne illimitée dans deux sens seulement. 

Cette énumératiou semble exiger , il est vrai , que l’équation 
soit du deuxième degré par rapport à y , mais il est facile de 
voir qu’elle comprend les autres cas. 

» 

84. En effet, si A = 0, C n’étant pas nul, en résolvant 
l’équation '1) par rapport à on trouvera 

è— l^BV-j-2(BE-CÜ)j'-l- (E"-4CE). 

Si B n’est pas nul , B^ étant positif, la courbe s’étendra indé- 
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finimcnt du côté des ordonnées positives et négatives, au dessus 
et au dessous du diamètre 

' B E 

* 2C ^ 2C ** ’ 

elle peut donc être rangée parmi les courbes du deuxième genre,' 
ce qu’indiquait aussi la caractéristique — 4AC, qui se réduit 
h B? , et par conséquent > 0. 

Si A = 0 et B = 0, la valeur de j? se réduit à 

■ « = - ^ K-2CDj+(E2-4CF); 

et , en raisonnant comme précédemment , on verra que la courbe 
peut être rangée parmi les courbes du troisième genre , ce qu’in- 
dique encore la caractéristique B* — 4AC , qui se réduit d’elle- 
méme à zéro. 

Enfin*, si C = 0 et A = 0 en même temps, Téquation (1) , ré- 
duite à 

Ba-y -j- Dy E* -f- F = 0 , 

n’est plus qu’une équation du premier degré en y. Résolvant par 
rapport à celte variable , on trouve 


jr = 


Ex — F 
Bar-f-D 


É-? 

i X 

B+-’ 

‘ X 


E 

valeur qui se réduit à ^ pour « ± <» ; 

E 

ce qui signifie qne la courbe ne rencontre la droite ^ ^ 

parallèle à l’axe des x qu’à une distance infinie de l’origine : donc 
elle est illimitée dans le sens des abscisses positives et négatives. 
Résolvant de même l’écpiation par rapport à a;, on obtient 


*? 

X 


_ Dj-F_ 


qui devient a? = — pour ^ t= ± <» ; la courbe ne rencontre 
donc la droite x = — 5, parallèle à l’axe des r,qu’^ une distance 

D 

infinie ; elle s’étend donc aussi indéfiniment dans le sensés or- 


D-î 

y_ 

B+î’ 

^ y 


1 


■J 

t 



K 

I 


. (^ioogU' 
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donnée^ positives et négatives : elle est donc illimitée dans tous 
les sens, et doit être rangée dans le 2‘ genre dos lignes du 2* de- 
gré. Et l’on remarquera encore que la conditiou — ûAC > 0 
est satislaile, puisque B* — 4 AC se rédnit à B*. 

Ainsi,. à la vue d’une'équation du 2* degré, on pourra distin- 
gner. le genre de courbe auquel le .lieu géométrique de celle 
équation apparticnl, en examinant si la quantité B?. — 4AC est 
< a, ou> 0, ou = 0. ^ 

La condition B* — 4ACest celle qui exprime que Ay^-|-Bj?y-}-Ca?* 
est un carré ; ainsi, lorsque l’équation du 2» degré représente 
une courbe du 5» genre , les trois termes du 2« degré forment 
tin carré. * . ' * • /'.= . . *• 


DISCUSSION DES TROIS GENRES DE LIGNES DU 2?. DEGRE, 




’ GEims. B^ — *4AC < 0. 

. . Courbe fermée! ^ , 

88. Après avoir reconnu l’existence des trois genres, exami- 
nons en particulier chacun d’eux , en cherchant à’resserrer la 
courbe dans des limites qui permettent déjuger plus particuliè- 
rement de sa forme. ' 

Reprenons la valew générale derordonnée des lignes du 2* 
degré (&!),' ^ . 

,y = ar + A±:— ' 

<|a’on peut mettre sous la forme ' 

- ‘ ' '.r . ... J ■ ■*. ■> '•* ' . ; 

et supposons encore qu’on ait construit le diamètre DD' (6g. l4), 
qui a pour équation * ' • 

-ytrSiMf+A,, - ' 

Il sera facile de déterminer les points ou ce diamètre est reü - 
4»qtré.par la courbe, En effet, pour, ces points Y.=? 0 (^%) ; par 
conséquent les abscisses de ces points seront données par l’équà- 


^ : /. :i*4 ...r . t; ^ ^ 
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Soient <r', af, les racines de celte équation ; et, pour fixer les 
•idées , supposons qu’elles soient réelles et positives , et af 
On prendra OP OP’ = et , menant les ordonnées indéli- 
nies PA , P'A', on détermin'era les deux points A , A', où le diamè- 
tre DD' rencontre la courbe. L’expression de Y prendra la forme 


^ ^ n (X — af)\a; — ; 

r 

et l’on voit facilement que , lorsqu’on donnera à w des valeurs 
plus petites que a:', et par conséquent que af, on aura à la fois 
X — a?* < 0 , a? — O?" < 0 ; et comme aussi n < 0 , Y ^ra ima^- 
ginaire. 

Entre les* valeurs a? = et ar == *" le radical sera évidem- 
ment réel , et il redeviendra imaginaire pour des valeurs de 
aO» x". La ligne est donc renfermée entre les parallèles PA , 
FA' ; et comme les j^aleurs de x pour lesquelles Y est réel sont 
comprises entre x' et x" , et que d’ailleurs , x n’étant pas en dé- 
nominateur sous le radical , Y ne jîeut devenir infini , il s’en- 
suit que la courbe est limitée tait au dessus qu’au dessous du 
diamètre DD'. 

On peut aussi déterminer les limites de la courbe parallèle-: 
ment au diamètre. Il suffit pour. cela de déterminer la valedr 
7naximum de Y, qui peut s’écrire sous la forme 




Or, n étant négatif, — ^ sera positif et n ^ négatif : 
par conséquent la plus grande valeur de Y correspondra à 


«-1-^ =0 OUÆ! = — ^ 
‘ n 


D’après l’écpiation ( X ) , ® 


af-\-x" 


n ■ ■ ' ' 2 ' 

l’ordonnée passe, donc par le milieu de PP' et de AA', Soit C le 
milieu de AA', on portera sur l’ordonnée MC à partir ^u point C 

des valeurs CB, CB', Igales ^ — — i P®** les points 

B, B', on mènera ÊBH , FB'G, parallèles au diamètre, qui for- 
meront avec les parallèles PA , P'A' , un parallélogramme EFGII' 
entre lequel la courbe sera renfermée. 

En donnant à x dès valeurs comprises entre a:' et ar*', on ob- 
*tieodrà de nouveaux points de la courbe , dont un petit nombre 
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suffira pour la [délcrminer complètement , et l’on trouvera 
que la courbe a la forme indiquée (lig. 14). Les courbes du 
deuxième degré du premier genre s’appellent des ellipsen, « 
On remarquera que la- courbe ne fait quettoucher les côtés 
du parallélogramme EFGH en leurs points milieux A, A', B, B'. 

De plus , si l’on donne à x deux valeurs à égale distance du 
point M, abscisse du point G,' 

• ; . ir, = — £ + A = AR, - CMR=MS) 


les valeurs correspondantes de Y seront égales , èt l’on aura 
IT = IT' = GU = GU’; d’où l’on conclura sans dilBculié 
CT = CU’ ; et par conséquent le point C est le milieu de toutes 
les droites TU' menées par ce point dans la çourbe; propriété 
qui a fait donner au point C le nom de centre , par analogie 
avec le cercle. 

On voit encore que la cordo»TU, parallèle à AA', est coupée 
en son milieu par la droite B'OB; et comme il en est de même 
pour toutes les cordes parallèles à AA' , BGB' est un diamètre. 

, Ainsi les deux diamètres ACA', BGB', sont tellement disposés, 
que cliacun d’eux passe par le milieu de toutes les cordes paral- 
lèles à l’autre. ^ 

On les appelle pour cette raison diamètre» conjugué». 

Enfin on observera que les tangentes EH, FG; EF, HG, sont 
respectiveme# parallèles au diamètre conjugué de celui qui 
passe par les points de contact. 

H6. Nous avons supposé que les racines de (X)' étaient in- 
égales; si l’on avait valeur générale de y, deviendrait 

_ I 1. « ^ ^ t y — ‘ ■ 


et à cause de » <C .0 , on voit que cette ordbnnée ne saurait être 
réelle que pour x-=zx'. Dans ce cas la courbe se réduit à un 
point dont les coordonnées sont 

y ?= ax’ +4. . . t* 

K7. Si les racines a?*, étaient imaginaires/ comme le poly- * 


V 
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nôme na^ + 2/>a? +9 peut jamais changer de signe, quelque 
valeur qu’on donne à ar, et que d’ailleurs on peut toujours 
donner à x des valeurs telles, que le résultat de la substitution, 
soit de même signe que le premier terme , ce premier terme - 
étant négatif, n <. 0, Y sera toujours imaginaire,' 'et par con- > 
séquent la courbe est impossible. 

. • * 2« gerke. -r &AC > O. 

Courbe illimitée dan» tou» le» sen» par rapport à l’origine. 

» 

«Î8. La quantité » ou B* — 4AC étant positive , après avoir 
résolu* l'équation sous le radical , aé , jf , désignant les deux, 
racines , la valeur générale de l’ordonnée- sera encore de la 
forme ’ , . 

• 1 

,On construira de même le diamètre DD' (fig. lâ) , et l’on dé- 
terminera les points A, A', où la courbe rencontre le diamètre.. 

On remarquera , comme précédemment , que pour des va- 
leurs de X plus petites que a?*, aéeXaf étant supposées d’abord 
réelles et inégales, toutes deux posiiites , et polir fixer les idées 
jr'< a?*, X — af et a? — seront deux quantités négatives, 
dont le produit sera positif; par conséquent n étant positif, 

' • ‘1 

^ ^ (® — «"J : - 

sera toujours réel. 

Pour, a? >• x' et < a?*, Y est imaginaire , et la courbe n’existe 
pas enti-e les ordonnées PA , P'A’. 

Enfin à a! > af, et par conséquent x > x\ correspondent ; 
toujours des valeurs réelles de Y : donc la courbe , composéfe 
dé deux branches , s’étend indéfiniment de l’autre côté de l'or- ' 
donnée A'P' , comme elle s’étendait indéfiniment de ce côté de • 
l’Ordonnée AP. . • > 

11 n’est pas nécessaire de discuter les valeurs négatives don- 
nées à X , puisqu’elles peuvent être considérées comme nu- 
mériquement plus petites que x'. Au surplus , on reconnaîtra 
facilement que pour des valeurs de a? < 0 , x~x\ x— x’' 
sont toujours négatifs, et par conséquent Y est toujours réel. 

En donnant à x des valeurs plus petites que x' et plus grandes 
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que pn obtiendra pour Y des valeurs réelles, et par consé- 
quent des points de la courbe ; et la construction dans chaque cas 
particulier montrera que la conrbe a la forme indiquée fig. 15. 
* On donne aux courbes du deuxième degré du second genre le 
- nom ^hyperbole». « 

59. Si les racines JT', a?" , sont égales ; la valeur générale,* 

devenue • ' ' , 

• 1 / *■ > * 

y = oa?-i-A r±— ar'), . 

A , 

4 

représente deux lignés droites HH', KK' (fig. 16), dont les équa- 
étions sont .. .. . 

et qui se coupent sur le diamètre en un point l , dont l’absent 
'est âf'. En effet , en faisant a? = aj*, les équations dos droites se 
réduisent à y =: aa; -(- 4 , équation du diamètre. 

60. Lorsque les racines ar", sont imaginaires, l’hyperbole 
ne rencontre pas le diamètre. La quantité sous le radical devant 
rester toujours positive, quelque valeur qu’on donne à x, chaque 

• valeur de a? donnera toujours pour Y une double valeur réelle , 
et par suite deux points de la courbe, situés l’un au dessus, l’autre 
au dessous du diamètre. ’’ 

On obtiendra donc encore deux brandies indéfinies , séparées 
par le diamètre DD', fig. 17. 

, 61 . Pour trouver les points où la courbe se rapproche - le 

î plus du diamètre DD' , reprenons l’expression 

.-ù' ’'=nl^"(*+«y+(î-0 ,■ 

' On volt que Y sera le plus petit possible lorsque a? == — • 

. ,’V 

(K’allleurs ? ~ doit être positif ; autrement la quantité- sous 
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le radical égalée à zéro donnerait pour x deux valeurs réelles^ 
contre l'hypothèse. 

On prendra donc OM ==: — ^ ; par le point M on mènera l’or- 

# 

donnée MCA', qui déterminera le point C, à partir duquel on por- 
tera sur l’ordonnée dés valcürs"CA, CA', égales à 

et les points A, A', seront les points de la courbe les plus rappro- 
chés du diamètre; et par conséquent la courbe s’étend indéfini- 
ment en deçà et au delà des droites GH, EF,- parallèles au dia- 
mètre, et qui ne font que toucher la courbe aux points. A et A'. 

On démontrerait , comme au n° 55, que le point C est le centre 
de la courbe; que les diamètres AA', BB', soAt conjugués entre 
eux;.queles tangentes A'F, AH, sont parallèles au diamètre BB' 
conjugué de AA', qui passe par les points de contact. 

62. Supposons maintenant A = 0, l’équation 

Bary -J- Cx^ -j- Dy -}- Ea? -j- F , . 

résolue par rapport à y, donnera * 

— Car2-Ea?^F, ' ’ 

Ibï+15 • 

Effectuant la division , etdéslguant par rx -f-x les deux premiers 
termes du quotient, et t par le reste de la division , on obtiendra 
une expressiçn de la forme j 

Si l’on construit d’abord la droite 55* (6g. 18), représentée par 
y = rx 

pour avoir aufant de points qu’on voudra de la courbe il suf- 
6ra de porte? dans la direction des ordonnées de cette droite des 

longueurs exprimées par au dessus_de cette droite on 

an dessous, selon que cette quantité éera positive pu négative 
pour la valeur particulièré donnée à x. 

Or on voit facilement qu’en donnant à x des valeurs crois- 
santes depuis 0 jusqu’à 00 , ,1a quantité ^ ^ déèhjîtra de 

DX D 

plus de plus en plus , et qu’enhu popr x = œ celte quantité de- 
viendra nulle : ce qui indique que la courbe tend de plus en 

U 


y=- 




Di 
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pins à se rapprocher de la droite SS', qu’elle n'alteint qu’à une 
distance infinie de l’origine ; on obtient ainsi un arc indéfini AG. 
En donnant à af des valeurs négatives à partir de zéro, la 

quantité restérapositive jusqu'à ce qu’onarriveà^=-^, 

vàleur qui rendra cette quantité ihfipie. 

• Si l’on porte donc cette valeur de O en B, et qu’on mène, par le 
point B, TBT' parallèle à l’axe des ordonnées, la droite BT ne sera 
rencontrée parja courbe qu’à l’infini , ce qui donnera un second 
arc AH de la même branche indéfinie HAG. >. 

Poiir des valeurs négaiivesde x plus grandes que ar=r — gi=OB, 
la quantité deviendra négative, et à chacune des valeurs 

de X, *=OC,' CO rrespondra une valeur particulière 

' ■ . . f‘ 

Or, en faisant décroître x de OD jusqu’à 

menlera négativement depuis’DM ju^u’à l’infini, et l’on obrient 
ainsi une portion MK de l'autre branche de la courbe. Enfin , en 

faisant croître' négativement x, de x — OD jusqu à 1 infini, | 

décroît ju^u’à devenir nul, et la courbe se rapproche de plus en 
. plus de la droite SS',, ce qui fournit encore une partie Uk de la 
secondé branche indéfinie ûMK. 

Les droites SS' , -TT', qui jouissent de la propriété remar- 
quable d’approcher indéfiniment de Thyperbole sans,^ jamais 
l’atleiildre, ont reçu le nom d’asymplptes. , ^ 

On remarquera que l’une des asymptotes dont les équations 

sont r : .y 

• ■ ÿ = r, ' 



est parallèle à .l’axe des ordonnées dont le carré manque dans , 
i’équation. 

Si en faisant la division on n’obtenait aucun reste, c’est-à- 
dire al < = 0 , comme généralement 

' '■ (y — rj; — «)‘(Ba:-|- D)= r, 

on aurait dans de cas parlieuliér 
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d’où 


(ÿ — rj:— »).(Bx + D) — 0; 

, y—rx—t — Q, \ 

. Bar D = 0, 

équations de deux droites dont l’une est parallèle ù l’axe des y. 

Donc , lorsqu’une équation du deuxième degré manque du 
terme en y ^ , elle représente toujours soit une hyperbole , dont 
l’une des asymptotes èst parallèle à l'axe des y , soit deux lignes 
droites dont Ttine est parallèle b ce même axe. 

Et, en général, ce que l’on démontrera aisément, toutes les 
fois qu’une équation du deuxième degré manque du carré d’une 
des variables , elle représente toujours soit une hyperbole.ayant 
une asymptote parallèle à l’axe de celle des coordonnées dont 
le carré manque , soit deux droites dont l’une est parallèle à 
ce même axe. ' / '■ • 

Et, par conséquent encore, si les deux caf rés manquent b 
la fois, réq,uaüon du deuxième degré représente soit une hy- 
perbole. dont les asymptotes sont parallèles aux deux axes , 
soit deux droites parallèles à ces axes. 


3“* GEHRE : B* — tiAC = 0. 


Courbes illimitée» 'seulement dan» deux sens par rapport 
à t origine. 




63. Lorsque n ou B^ — 4 AC = 0 , la valeur de l'ordonnée 
de la courbe se réduit b f 

y = ax-\-b±~]/’ipx-Jrq- * 


*> Après avoir construit le diamètre DD' (fig. 19) , 
on déterminera le point A où la courbe le rencontre ^ en résol- 


vant l’équation du premier degré ar-}-~ = 0. Soit x’ la valeur 


de X tirée de cette équation ; la quantité Y se mettra sous la forme 
- ' ^ ~ ^ ip{x — x>). 

Si P est positif et sé positif, on voit que pour des valeurs né- 


gatives de ar , et pour dos valeurs positives plus petites que x ' , 

4. 
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Y sera imaginaire ; ensuite*, qu’à partir du- point A , pour le- 
quel a? = ar' et Y = 0 , la valeur de Y eroît de plus en plus 
jusqu’à l’infini pour des valeurs croissantes de a; : la courbe 
présente donc la forme telle qu’elle est indiquée (fig. 19) , et 
elle s’étend au delà de la droite PA , qu’elle touche au point A , 
ayant une seule branche indéfinie dans les deux sens. 

On a donné à ces courbes du troisième genre le nom de'^para- ' 
bolet. On verra bientôt la raison de ces dénominations des trois 
courbes du deuxiènie degré. 1 ' 

Si P était négatif, x' étant toujours positif, la courbe aurait 
une position inverse et s’étendrait à l’infini dans le sens des, 
abscisses négatives (fig. 20;. • - , - ; 

Si ar' était négatif, étant positif, la courbe s’étendrait dans 
le sens des abscisses positives dans le même hypothèse .pour ai' ; 
si P était négatif, elle s’étendrait dans le sens des abscisses né- 
gatives. , V ■ ^ 

‘ . ii.vi . ; . i.i': 

Si/>=0, la valeurdey, réduite'à; « i ..ac»; 
y = oar-l-ii^K5‘, 

représente deux droites paralfèles à la droite y ='aar A , et 
à égale distance de cette droite si y > 0. , -• 

^ Si 9 = 0, ces deux droites se réduirontà un seul diamètre, 
y = oa? -j- A. 

Enfin , si y < 0 , la courbe n’existe pas. 

Si A = 0 et B = 0 en même temps , on résoudrait l’é- 
quation 

+ + + F = 

par rapport à ar , et l’on trouverait une expression de la forme ’ 

^== — ^ ^ V— àCüy 4- E" — àCF, '• 

que l’on discnteraît comme précédemment^ 

Puisque — iAC = 0 , f équatipn représente encore une 
parabole ayant pour diamètre une droite 



parallèle à l’axe des y, dont le carré manque dans l’équation-,. 
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'Si B 0 et C = 0 en même temps , l’éqnarion représente 
une parabole dont le diamètre est parallèle à l’axe des x. 

04. Il résulte de celte discussion quq toute équation du 
deuxième degr.é èntre deul inconnues x et y, de la forme 

Aÿ’ -J- Bofy ^ -J- Dÿ 4" "j" ^ ® > 

représente i 

c . l' B*— uc<o, ... 

soit une ellipse, soit un point, soit une courbe imaginaire; 

.r 2* B^ — êAC>0, 

soit une hyperbole , soit deux droites convergentes ; 

•3-B2 — ûAC = 0, ' 

soit une parabole , soit deux droites parallèles,, soit une seule 
droite ; 

Et qu’on peut distinguer le genre etl’éspèce de chaque genre 
à la vue seule de l’équation. ^ '■ 

Que dans les trois. genres de courbes, ellipses, hyperboles, 
paraboles, on distingue des éléments communs : centre, cordes, 
diamètres , tangentes , etc. ’ 

Notis examinerous bientôt' successivement les propriétés de 
ces éléments par rapport é la courbe, ainsi que d’autres pro- 
priétés que celle construction préliminaire ne permet pas 
encore de feconualtre ' ^ 

Les raisonnements précédents serviront dans chaqûè ' cas 
particuliers à faire reconnaître le genre de la courbe, lieu 
géométrique d’une équation donnée du deuxième degré, et 
à arriver à lu' détermination de sa forme au moyen de la 
construction par points indiquée dans la discussion ; mais 'nous 
parviendrons bientôt à un moyen jde construction plus simple 
et moins sujet à erreur. . . ' i .< } 


5' a ^ 
VI + 




- • -1^ • t 


.* • V 
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RECHERCHE DE LA FORME PARTICULIÈRE' A 
GENRE DE LIGNES DU 2* DEGRÉ. 


CHAQUE 


Simplification de t équation- , ' 

68. La «onstrnction de la courbe , d’après le procédé indiqué 
précédemment, est une opération lent» et pénible, d’abord 
parce que les calculs qui la préparent sont difficiles et compli- 
qués ', ensuite parcé que la traduction du résultat algébrique 
on nümériquer en figure ou grandeur géoinétrlque /donne lieu 
elle-même à des constructions longues et. embarrassantes. ' 

Examinons donc, si en simplifiant l’équation, on ne parvien- 
drait pas plus promptement à construire le lieu géométrique , 
par la connaissance des. propriétés partiqulières que cette sim- 
plification peut révéler. 

Soit l’équation générale du deuxième degré . • • 


. . Ay»-fBry-|-Cx^-f-Dy + Eaf-f F = 0. (1) 

Le moyen de simplification qui s’offre d'abord consiste, à 
transformer le système d’axes auquel ('équation est rapportée 
en un autre système. , . , 

NcSus supposerons dans toute cette discüssicm que les axes 
primitifs font entre eux un angle quelconque que nous représen- 
terons pàr 0, les notations correspqndantes^aux nouveaux axes 
étant d’ailleurs les mêmes que celles dont, nous nous ^sommes 
servis dans la recherche des formules de la transformation des. 
coordonnées. 

66. Prenant pour axes nouveaux deux droites parallèles, res- 
pect! vèment aux axes primitifs, si l’on substitue dans l'équa- 
ifonfl) le« formules , ’ ■ / 

• ■ — .ri 4- <1 - • 

^ ; t ' * — T* 

1 y = 

propres à cette transformation , a et A étant les coordonnées de 
la nouvelle Origine , on trouvera 


. Ay'> -jr BxV-f- Gr'* + 2AA 




+ ?« 
4È 


yl-j-2C« 

*'-f-AAM 

4-ba 

-j-Baif 

+ E 

-f CoM 

* 

-fDA / 


-j-Ea \ 

» 

-i-F .) 


0 , 
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transformée dans laquelle les coeflicients des termes du 
deuxième degré n’ont pas changé ; les coefficients dé y' et x" ne 
Sont autre chose que les polynômes dérivés, de l équation (1) , 
relatifs à y'et à x-, dans lesquels on a remplacé y par b et a? par 
o; et enlin le dernier terme indépendant des variables n’est 
autre chose que le premier membre de l’équation (1) , dans le- 
quel a et front remplaçé a; et y. 

Profilant de l’indéterminatioû de a et A pour faire disparaître 
les termes du premier degré ^ et pour cela posant « 

2AA-j-Ba-l-D=0, ' 

2Cq-|-BA + E =0,- ' ‘ 


1 

î 

S 

1 





on obtiendra les valeurs 

2AE— BD ^_2CD — BE 
-ÙAC* 

La condition n^essai» e et suffisante pour que la simplification 
de l’équation soit possible est que les valeurs de a et de A ne 
soient ni imaginaires, ni infinies , ni indéterminées. 

^ Le premier cas n’est pas possible, puisque les valeurs de a 
et b ne sont pas affectées de radicaux ; le second cas peut 
arriver, mais seulement pour les équations de paraboles dont 
la caractéristique est B^_ — û'AC = 0 ; le troisième cas ne peut 
arriver de même_ que. pour les équations de paraboles. 

Mais pour les équations _ d’ellipses et d’hyperboles il sera 

toujours permis dc' faire cette sim{iliücation , et de transformer 
l'équalion proposée en une- autre représentant exactement la 
même courbe , et qui se réduira à la forme plus simple 

Ay’2 + B^y' -f -Car'» 4^ P =: 0 , (C) 

en faisant pour abréger 

' P = AA2 4- Bai-fCa^-lrDA + Eo + F. 



07. Mais on peut obtenir une tradsformée qui s’applique aiix 
trois courbes àda fois. Eu effet , profitant de l’indétermination 
do a et de A pour faire disparaître lé terme tout connu , et l un 
des termes du premier degré , le terme pn y' par exemple , on 

posera • ' 

AA2 + BaA+Ca2 + DA + Ea-f-F = 0, (2) 

2AA4.B« + D = 0i ' CS) 
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La première de ces deux équations prend la fome . 
i(2AA;+Ba+'D) + a (2Ca + BA + E) + (Di +Ea + 2F)=0; 
et , à cause dé la deuxième , se réduit à - - 

• , o(2Ca+BA+E) + (DA + Ea + 2F)’=0. \ (4) 

* * . * 
Eliminant entre les équations X3) ôl ( 4 ) on trouvera , pour 

déterminer la valeur de a, l’équation - . . 

( - 4AC ) a* + 2 (RD*- 2AE) a + (D* — 4AF ) = 0 , • 

équation qui n’est autre chose que la quantité sous le radical 
dans l’expressièn générale de l’ordopnée de la courbe 

^ ±^K(B2-4AC)a^+2CBD-2AÉ;jH-'CD^VAt)> 

- 

dans laquelle x est remplacé par a, Les valeurs de c corres- 
pondent par conséquent aux points d’iniersébtion du diamètre 
et de la courbe ; ce qu’on peut d’ailletirs^ reconnaître dans les 
équations (2) et (3; » dont la première est l’équation même de la 
courbe et la deuxième celle dû diamètre. 

Si le diamètre ne rencontrait pas la- courbe, il ne serait pas 
possible de faire évanouir à la fois F et D ; mais on voit facile- 
ment qu’onjiourrait faire évanouir F et E. 

Donc la transformation précédente s’applique à toute équation 
du deuxième ‘degré , qui peut par ce moyeu-être ratnenée à 
l’une dès deux formes . ■ 

' ^ A/^ Bx'y'-j- E'ar'= 0', ■■ '' 

. A/^ -}- Bj^y Dy = 0. (O) 

68. Afin d’arriver à une transformée plus simple encore qqe 
l’équation ( D ) , on changera b direction des axés à l’aide des 
formules pour la transformation des coordonnées obliques en' 
d’autres coordonnées obliques, sans déplacer l’origine, 

■ ' ' " sin (9 — -, cc) -i{- y sîn (9 ~ «') -■ ' 

^ sin o r , ' 

t/* sin a' ' • ■ ' , • 

' Subuilinnt C3s valeurs dans l’équation (D) , on trouve 


' . . a?* sîn a -î- 
y'i= 


sin i 




Asîn’a] V 12 


•— 67 — 

« V 

SAsiraiitia’ x"ÿ' 


'j^BsiiK«’sin(6 —a’) 
* »in*6 

Crio^ >6— «') 
"* sin^S./ 


~ shi “9 
Bsina>in(9 — ce’) 

"sîirïS"^ 

B5În«'siB(9-^) 
-|- sîd>6 
aCsin(^-g)! ii ii(fl— «’) 


AsÎB^a’'V’^ ^ 
BsinaUn(9— a) 


sin^O 


. J Csin*(fl— «) 


E’»in(6— «')_ 


stn'‘‘6 


E’8in(0 - 

siu6 


(T) 


Si l’on avait substitué ces valcui’s dans l’équation (C) 

Byy + Cx>\+ P r= 0 , . 

on aurait obtenu line tra'nsforfliée exactement semblable , ex- ‘ 
cepté que les termes du premier degré en et ar* seraient rem- 
placés parle terme indépendant P. 

Dans cette hypothèse, si on profitait de l’indétermination ^e 
a et pour faire évanouir le rectangle des coordonnées , en 
posant / . 

2A sin a sin a'-|- B [sin a sin (0 — a!) -|- sin sin(6 — «)] Ç5J 

4" 2C sin (9 — a.) sin (9 | ’ 

on Obtiendrait ain^i une équation à deux indéterminées a, et, 
par conséquent J pouvant être satisfaite par un nombre inlini'de 
valeurs de « ét a' ; ce quf signifie qu'il existe un nombre inffini 
de systèmes d'axes pour lesquels toute équation d’ellipse on 
d’hyperbole peut être ramenée à la forme . 

' . • . My'2-|-Njr»2-f-P = 0, 

a, a ! , étant toutefois liés entre eux par la relation (5). 

En développant l’équation de condition (6) on obtiendra sans 
difficulté, par des transformations de formules trigonométriqqes 
connues , ' ^ , 

2(A — B cosê) sin « sin (B — 2C cos 9) sin (a. -j- <«‘)sin 0 V 

— 2CcOS'(a-f-«OcOS*0-j~2CcOS«COSa'‘ j ‘ ^ ' 

■ i* 

Ce nombre infini de systèmes ^ réduit à un seul si a' — a = 0 , 
c’est-à-dire si l’on prend les nouveaux axes perpendiculaires. 
En effet , on a alors 

sin a' = ces «, :î 


• /1 
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.■ COS a' = — sin a , 

•. . . sin Ca4-a'J = COS 2«, 

) ' ' ’ . I. 

’ ■ ^ cos (a -}-«’•) = — sin 2a , • . 

et rëquation (6) devient " • ’ ' 

(A — C — B cos 9-|-2 C cos* 9) sin 2 a-^- (B— 2C cos 0) sin 9 cos 2 a= 0; 
„ ( B — i 2C cos 0) sin9 

d »u UD8 2. = - rrV^-B cos. + ZCm^i - 

f 

Ce système unique d’axes perpendiculaires a reçu le nom ù'qxes 
principaux de la courbe. 

Si, de plus, les axes primitifs étaient aussi perpendiculaires , 
c’est-à-dire si 9 r= 100°, la formule précédente se réduirait à 

lang 2« = - /t' 


C9. Cette valeur devient indéterminée si l’on a à la fois 

• B = 0, A— C=0 ou À=C; 

. 

alors l’équation générale (1)., de la forme 

Ay*4-Ax*-}-!)y-f- Ér-f F=0, 

représente évidemment une courbe du premier genre : car 
B* — AACse réduit à — 4A*, quantité nécessairement négative. 
^ Celle équation peut encore se. mettre sous là forme 

D*-f-E*-WF 


C . EV D*-| 

(s'+â)+(,'+,a) = — 


A* 


En comparant celle équation à l’expression générale de la 
distance entre deux points donnés dont les coordonnées sont 
rectangulaires (5), ‘ ' 

D* = (a: -i- x' ) *-f-(y — y')* > 

on voit qu’elle représente le lieu géométrique de tous les points 
tels , que leur distance à un point donné , dont les coordonnées 
sont 

■ E 

^ ■ d? rz: - 

A ’ / : 

* ■ • 

D ; • 
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est constante et égale à une longueur donnée , c’est-à-dire la 
circonférence d’un cercle de rayon donné. 

Ainsi , il sera toujours possible de r anienef l’équation d’une 
ellipse et d’une hyperbole' à la forme 

My’"-HNar'2-l-P= 0,- 

les nouveaux axes étant obliques ou rectangulaires; et la ques- 
tion aura un nombre infini de solutions dans le premier cas , et 
une seule dans le second , exqepîé pour le cas particulier où 
B=0, A=C, auquel cas l’équation représente une circon- 
férence de cercle , et sera toujours réductible à la forme 

par un système quelconque d’axes perpendiculaires menés par 
le centre. ^ 

Ici se présente la question de Savoir comment on pourra re- 
connaître, à rinspeclidn seule de l’équation , si elle représente 
un cercle, qüi n’est véritablement qu’une espèce du genre ellipse. 

Pour cela reprenons l’expression générale de la distance de 
deux points dont les coordonnées sont obliques (5) , 

= (ar — a:') 2 -f (y — y' ) * -f 2 (ar — ) (y — y') cos 9. 

D’après la déûnition même de la circonférence, si a, A, sont 
les coordonnées du centre, et r le rayon , les coordonnées ar, y , 
d’un point quelconque de la circonférence , devront satisfaire à 
la relation^ 

(a: — — 2(ar — a) (/ — A)coso=r2;- 
développ.int le premier membre , on aura 
j^-|-2a-ycos9-|-a;^ — 2(A-{-ocosO)y — 2 (a -j-Acos 

tI- ■4" 2aA cos 0 — ) 

£n comparant cette équation avec l’équation générale^ des 
courbes du deuxième degré , on voit qu’il faut qu après avoir 
divisé l’équation proposée par le coefficient de y^, celui de 
soit éga'l à l’unité , et celui de a?y au double du cosinus de l angle 
des axes.* 

70. Maintenant examinons si on ne pourrait pas obtenir une 
transformée applicable aux trois courbes. 

La transformée (T) (68)' n’aura plus les terntes en «’y* et ÿ* , 
si l’on peut avoir à la fois les deux relations 
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2A sin a sin a' -{- B [ sin a sin (9 — a') -(- sîn a' sin (0 — j 

-j- 2Csin (9 — a)*sin.(9 — «') /■;=0 

et sin (9 — a’) = 0 , 

ou plus simplement i ' i. ' 

2A sin a -f- B sin ( 0 — a ) = 0 


et 

sin (0 — ■«' 

d’où . 

sin a 

- 

sin 6 « 

et 

— a' = 0. 


Si l’on compare le premier de ces résullals aVec ré(|uation (O) 
(67) , on reconnaîtra que le nouvel axe doit'se confondre avec le 
diamètre passant par l’origine des nouveaux axes; le deuxième 
résultat fait voir que l’autre a'xe doit être parallèle àiix ordonnées, 
et, par conséquent, se confondre avec la droite qui touche la 
courbe à l’extrémité de ce diamètre. 

Or, comme pour chaque point des trois courbes on peut 
concevoir le diamètre et la tangente en ce même point, on peut 
établir en principe que toute équation du deuxième degré peut 
être ramenée à la forme 

et, en faisant - 2 = g/, , - à la forme 

= 2>ar -}- f' 

la, eoutbe ^ quelle quelle soi^, étant rappoTlée à, deux axes 
conjugués, dont l'un est le diatntttre passant par l’origine, 
qui est un point de la courbe , et t autre la tangente à ce 
'même point. 

On remarquera que, la fornie de la courbe n’étaut aucu- 
nement altérée par cette transformation de coordonnées , les 
équations, réduites à leur expression la plus simple, doivent 
conserver le caractère analytique propre au genre de courbe 
qu elles représentaient primitivement. * 

Ainsi , quand l’équation d’une ellipse est ramenée à la forme 
Na?-' -f- P = 0, il faut nécessairement que M et N soient 
de même signe’; autrement l’on n’aurait plusB^— ùAC < 0; que 
si l’équation représente une hyperbole,, M et N doivent être de 
signes contraires. 
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et , plus généralement , lorsque l'équation 

représente une èllipse, on doit avoir nécessairement g<0; . 
si une hyperbole , • , > 

si une parabole , ' / 7 = 0. , 

DÉS DIFFÉRÇNTES FORMES DES ÉQUATIONS- 
DU 2* DEGRÉ. . 

* • » t ' 

72. L’équation générale ' ^ , 

+ Bay' -j- Caf* + Dy + Ear + F = 9 . 

représente donc une courbe quelconque du deuxième degré , 
eÛipfe .'hyperbole, parabole i et les variétésde chaquegenre, un 
point,, une ellipse imaginaire; deux droites convergentes; 
deux droites parallèles , une seule droite , ou^une parabole 
«wiaymatr'c^.rapportées à deux axes quelconques. . . 

. • ';l 

75. La première équation réduite 

• Ay'“ + Ba-y + Caf2+P = 0 '■ ' 

représente une courbe , ellipse ou hyberbole , rapportée à deux 
axes quelconques , dont l’origine est le centre même de la 
courlm. • 

En effet , si l’on fait a: = 0 , ou y = 0 , on trouve pour y ou , 
pour X deux valeurs égales et de signe contraire ; et comme les 
axes sont dirigés d’une manière arbitraire , il s’ensuit que toute . 
droite passant par l’origine y est partagée en deux parties 
égales par la courbe. f 

Cette première équation réduite a. été trouvée en transpor- 
tant les axes, parallèlement à eux-mêmes , en un point dont les 
coordonnées sont ^ ‘ 


a= 


2.4E — BD 
B*— 4AC ’ 


b~ 


2CD — BE 


B» — ÜAC-' 


( 66 ) 


ces coordonnées sont par conséquent celles du centre de la 
courbe, d’après la définition du n» 55.'’ 

Au surplus, on- peut parvenir directement à ces mêmes va- 
leurs par la résolution du problème suivant. 




l ' 
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, - ■ WlOBLÉMEl ' 

♦ • . 

Étant donnée lÿoe courbe du S* degré, trourer dans le pl^n de la ooiirbe un 
p'jtnt tel , que toute corde pas^t par ce point y soit divisée en,deut parties égales. 

L’éqoaiion générale de ia eourbe étant toujours ' ' 

-j- + D;' -4* E* -f;- F = 0/, ■ 
et a , jS , les çooi^oi^iées du point cherché , i’équation d’une 
sécante quelconque passant par ce pknnt sera ■ > -, 

ÿ — (3=*(af— «); 


substituant dans l’équatien de la courbe la valeur de y tirée de 
l’équation de. la sécante, on trouvera, pour déterminer les ab- 
scisses des points d’intersection , 


a:-|-A(a*— P)* 
— D (aA — P) 
+ F 


{' ■< A*A »*-^2AA(aA -p) 

-fBA • - B(«A-p) 

*ilC + DA 

■ ' ' E 

t _ ^ 

et pour déterminer l'abscisse du point milieu dç- la corde par- 
tie de la sécante comprise dans la courbe , i 

Y — ^ — 2 A A ( g A— P) -|- B (aA — ‘ p) ÇA — E 

- ~2'- T ^ 2 (AA^ + BT-f €)• • 


dr d’après l’énoncé X = a : on aura donc, . ' 

. 2AA(aA — pf-l-B,(aA — P)-Î)A^E ■ 

’2 CAA?* -j- B A,-j-C) ■ — 

et, toute réd^lion laite, ■■ 

' (2Ap-f-B«-[-D) A:j-'(BP+2Ca4-E)=0. 

Cette équation devant être satisfaite quelle que soit la valeur 
de A , U faut que l’on ait. , ... . .. V • 

'V . , • 2Aji-f-Bp + D = 0, ■ . ; 


2Ca'4r Ba-|-E— 0; ’ ' ‘ 

équations qui donneront pour a et p les valehrs ci-dessus. 


'* \ 74. Si, la réduite représenté deux droites convergentes , fl 
faut nécessairement que le point d’intersection des droites soit 
l’ori^e elle-ihêmè, et de plus que P =; 0. Eh effet’, en résol- 
vant l'équaiion par rapport à on trouve '■ '■ 
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4AP, 


double valeur qui ne pourra élre l’expression de l’ordônnée de 
lignes droites que dans le cas où P = 0 ; , • 


onaalors j = — 


2A /J 

On peut encore le çlémontrer de la manière suivante : 
PROBLÈME. 

Trouver la relation nécessaire et suflisante pour <{ue l'équationgénérale ' 

Caï^-|-Dy-|rEj;-j-F*^0 


r eprésente le système des deux li(pie8 droites. 

» 


‘ Si l’on résout l’équation par rapport à l’une des variaUes , 
y par exemple , on trouvera , • ^ 

y = _ 9 . ± K(B*- ùAC) +2(BD — 2AE)a:+(D2 - ÙAF). 


Pour que celte valeur représente l’ordonnée d’une ligne droite 
il faut et il suffit qu’elle puisse se ramener ù la forme 

i 

y = ax -j- A. 

Par conséquent la quantité sous le radical doit être un carré 
parfait ; et l’on trouve directement , pour la condition cherthée, 
la relation entre les coefficients de l’équation générale 

(BD — 2AE) 2 = (B2 — ù AC)’ (D2 — 4 AE; . (C) 


Alors la valeur ,r devient • , 

■ y = ± ^(®yB^-ùAC + l^D» - 4ÂF). 


On conclut facilement, à la seule inspection de cette équation; 
que , lorsque B^ — 4 AC < 0, l’équation générale ne peut repré- 
senter l’ensemble des deux lignes droites ; que si B^ — A AC =r0, 
l’équation générale peut représenter le système de deux droites 
parallèles; et qu’enfiq ce n’est que lorsque B* — 4AC> 0 que 
l’équation générale peut représenter deux droites convergentes^ 
et seulernent lorsque la condition (C) sera satisfaite. 

Ces deux équations de lignes droites sont donc 


ys3 




B+V'B?_4A 


2A 




-D+’ Kd" — 4AE '\ 

H 


■}* 


.1 


i 
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y _ ^ à)+i- D—Ç^ — ÏÂF). 

■ Si l’on cherche les coordonnées du point d’inlerseclion de ces 
deux droites , on trouve • y - '■ 

> _;2AE— BD 

B*'—4Ae ' . , 

' - - _ SCD — BE 

^“B2— 6AC*' ' 

qui sont les mènes que les coordonnées çénérares du centré de 
la courbe. . 

Il résulte de cette discussion que. toute équation du second 
degré peut, dans certains cas, représenter l’ensemble deéeux 
lignes droites, et réciproquement que l’ensemble de deux li- 
gnes droites peut être représenté par une équation du deuxième 
degré. 

'Quant à l’équation de condition (C), son dévelop^ment 

^onne . ' v 

AE* + CD^ - BDE -f F (B? — 4 AC) = 0, (G') 

équation du troisième degré entre les coelBcients de l’équation 
générale. , ' ' ^ 

Celle relation (C') est exactement la meme que celle qui ex- 
prime que les trois droites représentées par les équations 

, 2Ay D 0 , 

2Ca? By E 0 , 

, Dy -f-Ea? + 2# = 0, y J " ' - 

concourent en un même point. . . 

. Elle èst encore identique à la cênditlon P=0, c’esl-i-dire 

i ^ . AA^ Bfli-j- -j- DA — ^ Effl F” 1), ‘ 

Jorsqu’on y remplace a et /A, coordonnées du centre , par leurs 
valeurs. ' ’ 

• / . . I. ^ 

■ , Complétant le carré sous le radical dans la valeur générale 
de l'ordonnée , et faisant ^ ' ' . ' * • 

(B*— ûAC) (D2 — 4AF}— (BjD- 2AÉ)’=L, . 

on résumera, par le tableau suivant, -le résultat général de 
• cette discussion î . 
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! L> 0 ellipse, ^ " ’V' ‘ ’ ■ 

L = 0 un point , 

< 0 courbe imaginaire. 

Î L > 0 hyperbole , V 

L = 0 dèux droites convergentes ,, 

L < 0 hyperbole. . 

i L > 0 parabole , ' • 

L ='0 deux droites parall^lesou une droite) 
L < 0 courbe imaginaire. 


*“> 


•i t 




•"ï «!».; 


■ CONSTRUCTION DÈ L’ELLIPSE^ 

SUE DEUX DIAXÉTEXS COEJUGOÉS BOKEÉ8 DE OEAIfDEUE 


ET DE P08IT10H. 




_ 78. La seconde équation réduite , de la forme ' 

-f-Njf^ -j-P= 0, ■' 
représente une ellipse ou une hyperbole rapportée à son centre et 
à deux axes c<mjkgués(55'):.en ettet, en résolvani l’équation par 
rapport à l’ùne ou l’autre des variables , on obtient deux valeurs 
égales à des signes contraires, ce qui démontre que toute corde 
parallèle à l’un des axes est divisée par l’autre en deux parties 
égales. , , t ‘ 

L équation représente une ellipse lorsque M et N sont de 
même signe, et P de signe contraire à celui de M et N ; et une 
hyperbole lorsque M et N sont désignés contraires, quelque 
soit d’ailleurs le signe de P. 

Sous cette forme simple , b construction du lieu géométrique 
repr^nté par l’équation n’offre aucune difGoulté. . 

Soit fait y = 0 dans l’équation 

• '' ^ ^ ^^ 77 P == ® > J . I 

on trouvera' •' - j-'!, 

- ; —y JJ’ ^ ^ 

double valeur que l’on portera sur l'axe des a? à droite et à' 
gauche de l’origine en A et A' ^g/ 21). ' *' 

5* 
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i 

Eq faisant de même :r =± 0, on obtiendra 




M 

que fou portera de-méme sur l’axe des y qn B et B'. AA' et BB' 
seront les diamètres conjugués de la courbe. , - ' . 


Posant 

d’oè 




N: 


P 

•Ai’ 


M=|, 


et substituant ces valeurs dans l’équation de la courbe, on aura, 
toute réduction faite, 

ou A^ÿ*^.BWï=:A*B*, 

équation de l’elUpse courbe rapportée au centre et à deux dia- 
mètres conjugués 2A« 2B.' - , ■" ' * 

L’ordonnée dè la courbe ^t généralement 


■ 




Pour chaque valeur particulière donnée à ar , a; =: OP , on (^~ 
tieodr^ deux valeurs égales et de signes çonb^ires'l qu’on por^ 
tera sur l’ordoilhée indéfinie PM , ce qui déterminera ^ux 
pqintjs M étüi de la courbe.. * r ; • . , t-, 

. En outre, comme la même valeur négative de a?,, a? = OP 
==,-^OP ne cha'njje en rien la valeur de y, on obtient ainsi deux 
nouveaux points M' N^. T ' • • ' ’ 

^ répétant pinceurs, fois' la même opération, on détèrmi- 
^nera un as^ez granid nombre' de points pour construire la courbe 
entière. * - ' 

On reconnaîtra facilement que , x croissant positivement ou . 
hégative'menr depuis ar = 0 -jusqu’à ' àr A , la longueur dè 
l’ordonnée diminue depuis y = B jusqu’à y= 0; au delà de 
ar’=zA, la-courbe n’existe pas. - , 

La forme de la courbe, dépend , comme on le voit , de la 
grapdenr des, diamètres AA' =; 2 A , -BB^ =: 2B, - et de l’angle 
formé par eux. ■ ,? f i.-' - 
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Lorsque l’angle des diamètres est droit , ia construction de la 
courbe^e fait plus prorap'temenL et de la manière suivante : 

On a vu (69) que l’équa'tion d’un cercle de rayon R , dont le 
centre est à l’origne des- coordonnées, rectangulaires, est de la 
forme > 

et l’ordonnée d’un point quelconque de- la circonférence a pour 
expresssion ^ ■ v 

En comparant la valeur de l’ordonnée de l’ellipse 

y- 




I' >, 


avec celle de l’ordonnée d’un cercle de rayon A ,* conceniriquo 
à l’ellipse*, * x J ' 

Y = ±P^F-XS* - ' 


•V 


on voû que pouf Vies abscisses égales le rapport de* ordonnées 
des deux courbes est constant. On a ep effet j , 




9 -h 

Y“A 


} 


De là celte constrüctiofa facile 

Etant donnés'le centre 0-et lesoar^ ou diamètres piàncipaux 
d’une ellipse^, AA', BB' (lig. 22), du centre O, et des rayons 
^ » O — - B , décrivez deux circonférences concentriques • 

puis menez 'un rayon OCD ; du point D, DP j perpendiculaire 
sur OA , et du point C, CM parallèle à OA. Le point M appar- 
tient à l’ellipse. En effet on a 

OC_MP 
• OD ~DP 

' r ' " - ' ‘ ‘ 

B MP , 

ou _ ^ > . A ~ MP = y. • 

11 est facile de voir que, pour chaque rayon OCD , ou déter- 
minera quatrè points M,'N, M', N'. • • , ‘*y. .* 

76. Soit M un poijfk quelconque situé entre deux axés rec-“ 
tangulaires OA, OB ffig. 23) , ayant pour coordonnées x = OP, 
7 = MP ; par le point M, niions une droite quelconque RMS : 
les deux triangles semblables MPS,MRQ, donnêni la proportion 

5. 


d’où 


_ 68 — 
MP_RQ ■ •• 


et-si l'on suppose RS = A‘+ B BM =3 A , d’où MS = B , 


ôn aura 


ou 


f* h 


MP _ ôF* 

-.1 

, y=|i/F77îï: • 


donc le point M appartient à, l’ellipse dont les'axes sont 2A et 
aé, et le centre a^ point Oy " - 

' De là ce moyen biëù simple de construire une ellipse, con- 
'Uaissantie centre et les axes 2A , 2B. Après Uvoir mené par le 
centre ,,et dans la direction des axes donnés, deux droites indé- 
finies OS, OR, pliez en for^etle règle une reuijle de papier, sur 
laquelle vous marquerez trois points R, M, S, tels, queRM-4^MS= 
"A. + B » I® demi-somme..dés'axes ; pais faites tourner la règle, 
dans chacun des angles, autour dn point O ,‘de manière que les 
points R et S 'soient^ constamment sur les droites OS, DR, et 
marquez la place du point M pour chaque position de la. règle : 
jgtopun de ces points sera un point de Pellipse. * 


' 77. Par le point M (figi 23), situé entre les axes rectangulaires 
OS, OR , SI l’on mène une droite quelconque MUV , à cause des 
parallèles OU , MQ, on aura 

. ■ QO /mj ' •• K'..' - ■ t. 

QV~*.MV'. . ‘ . 

etsi rôn'faitMV== A , MU=B, ■; ' 

' ' ' ‘ ■ QO = MP ^ y ® , 

et le poiut M appartient à FeRipse dont le centre est au point O, 
et les axes sont 2A, 2B. ' 

Donc , S”' cffnstrueiton ■' ^ ^ ^ 

Pÿ>ur constrùit’e une ellipÿe ayant son centre au point O, et 
pour axes 2A, 2B,‘si(r_ une règle VUM marquez trois .pofnis 
V, U, Al , tels , que VM =r A', UM=: B ; et faites 'tourner la 
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.1 • * 1 , 

règle dans chacun dea^angles droits, de manière que les points • 
V et U soient toujours sur les axes ; le point M décrira l’ellipse. 

Nous laisserons au lecteur le soin de construire la courbe 
d’après la propriété indiquée par L’expression même de l’or- 
donnée ' 

' g - . . / - 

y.= di -J K(A + f)TV ~,x)- . . 

^On cherchera pour chaque valeur de or, *= OP, une moyenne 
proportionnelle entre A'P et AP , que l’on divisera dans le rap- 
port des axes. 

Nous nous bornerons à l’énoncé du théorème qui résulte ,de 
la formule _ ' . ' ‘ 

' ; B* ■ *a?2 ■ A* , - 

, (A+,i)(A-ra0^r A^ ./ 

‘ THÉOIIÈME. '■ . 

Dam toute ellipse , le carré d’une demi-corde parallèle à un diamètre est au ree- 
tangle des segments déterminés par elles sur le diamètre conjugué, dans iin rapport 
constant, quel que soit l’angle que fout entre eux ces diamètres. 

V ' 

Les extrémités A , A* , £ , B', des diamètres principaùx , ou 
axes de Tellipse., se nomment les de la courbe. La 

courbe est symétrique par rapport à chacun des axes. 

Il est facile de voir que : • , 

THÉORÈME. ' , 

* • • «s * 

Deux ellipses sont égales lorsque leurs axes sont égaux. 

i\ . r 

78. L’équation de l’ellipse, rapportée au centre et à. deux 
diamètres cohjugués, étant de ménie forme, quel que soit l’angle 
de ces diamètres , on, eu conclut un moyen facile de construire 
l’ellipse sur deux diimièlres donnés faisant entre eux uu angle 
donné. < 

4 ^ 

1" construction. Sur les diamètres donnés, considérés com- 
me axes , on construira l’ellipse par un des moyens indiqués ; 
ensuite , on inclinera convenablement les ordonnées, de l’ellipse 
construite , en consërvant à chacune d’elles sa longueur. 

Celle construction se fait élégamment de la manière suivante : 

Sur un des diamètres donnés AA' (lig. 24), ou prendra à partir 
du centre O des longueurs 01 , II , etc. , égales entre elles , et 


1 


. , ' - 70 - ^ , 

. en aussi f^ranà nombre qu’on voudra ; par chacun des pohils I 
on élèvera les perpendiculaires IH , ordonnées du cercle con- 
struit sur AA' comme diamètre, et les droites Iti parallèlcsii AB ; 
ensuite, par cliacun des points G on tirera les droites GM pa- 
rallèles à AA' , sur lesquelles on prendra des longueurs G M =r 
GM' égales aux ordonnées correspondantes IH : les points M, 
M' , seront autant de points de l’ellipse. En effet , ''' 

.• ' OB„ OB, .= OB . _ 

■ ‘ ^ JT ■ » 

PROBLÈME. . ■ 

79. Étant donnés, de grandeur et de direction, deux diamètres conjugués qud- 
conques d'une ellipse, et une droite. passant par le centre, déterminer par une con- 
struction graphique les points d’intersection de la droite et de la courbe. 

Désignant par x , y , les «ordonnées {du point cherché, par p 
là distance de Topigine à cp point., , 


OG. 


on aura , 
Soient ' 




p^ *4^ 2tcy cos.O. 

Ay? -f Bar2 __ ^2 g2 ^ • 

' y;=<tr, , . 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 


les, équations de la courbe et de Ih droite , o'n obtiendra aisé-, 
ment de' (2) et (3) pour, les coordonnées des points communs 


jf = 3: 


AB 


y = ± 


aAB 




KaV-|-B« ’ - 

et substituant dans l’équation (1), on trOüveéa ibuie réduction, 
faite, * • * • . 

'AB >.r • ■ : • 

; . : K1+..-+2.CO,»,; • ; ' : • . 

• - . ‘’i-L . ■ V 

expression qu’il Vagit de coiislrnire. ^Soient 0.4, OB (fig- 25) , 

les dcmi-diaiiiètres conjugués, donnés j et OD la droite donné 

passant par le centre O. Par le point B meuez HH', parallèle 

à AA', et rencontrant OD en D. • ^ , 

'I OB,. ,, , 

’* a sera égal au rapport 7 ^ = ui) » 

i-. . . U , OGii;u;;,a:u ' ’ ' ■ 
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et la valeur .de p deviendra, toute réduction faite, et faisant 
BD = /, ' 

■ - A 

Au point B'élevez la perpendiculaire BC , et prenez BC =: OA = A ; 
joignez CD , (^ui sera égal h} P-, 


d’ailleurs 


-f- -f- 2Bf cos 9 OD , 


et par conséquent ^ 


CD’ 


quatrième proportionnelle .qli^on déterminera ainsi qu'il suit : 
Après avoir décrit le cercle CB ., qui rencontre CD en N et Pf' , 
on mènera NM', N'M', parallèles à OC , et les points M et M' 


seront les points d’intersection demandés. 

£neffet,ona j ** C'} r *iA' 

‘ ■ CD , ■- J- . ï r^KH 
CN' 

et ' • ' • -_ r=— 

OD CD 


OD*' 

cOM' 


2* comtruction. de l’ellipse , connaissant deux diamètres 
conjugués de grandeur et de direction/ On pourra se 'servir 
de la solution précédente pour trouver autant qu’on voudra 
de poiuts d’une ellipse ,'connafssttnt de grandeur et de direction 
deux de^ diamètres conjugués quelconques. , ^ , 

Nous croyons inutile d’entrer dans de plus longs détails à ce 
sujet. ^ ’ 

I Remarquet Lorsque ks diamètres conjugués sont rectangu- 
laires , la valeur précédente de p^ devient 


. _ I ^ I / A. (A* — B2) 

. * . A 


A? 


Or cette .^\a|eur sera la plus petite.' ou la plus grande possible 
lorsqu’on donnera à a: la plus petite ou la plus graude.vàleur 
qu’elle peut recevoir; c’est-à-dire lorsqu’on fera;rc=: 0 ou 
Les valeurs correspondimlcs de |9 sont alors . wp 

■ iUwp 


ar = ±: A, p.= ±i A, 


x= 0, 

d’où r.ou conclut que . 


P.' 


:d=B; 


4iii^ 


TT 


‘ , 4'w;. >0 4PX 


•C 




i . hi j« *l»;»pani>l 4irp tsogitV 


4 


5' 

J 


• 
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» "" de la courbe o.'t ^le 

au demi-grand axe, et la ptu« peUte distance égale au demi-petit axe. ^ 

Ce qui donné le naoyen de déterminep la grandeur des deux 

Mes quand on connaît le centre d’une ellipse et l’équation de 
la courbe. .... .. 

3» con*trdction. Enfin , on pourra eniployer une construc- 
tion analogue à celle du n» 77, modifiée de la manière suivante,' 
eu egard a 1 obliquité des diamètres. 

Par une des extrémités B de l’un des diamètres donnés BB' 
(fig. 26) on mènera BCD ‘perpendiculaire à l’autre diamètre 
AA sur laquelle on prendra BD QA , et l’on mènera la droite 
indéfinie OD. Ensuite, si l’on fait tourner une règle dans cha- 
cun des quatre angles formés par les droites OA , OD , de nia- 
nmre que IH soit toujours égal à CD , de point M, tel que 
IM OA , décrira l’ellipsê.’ 

Soit en effet IHM une des positions de la règle mobile: parle 
point I 81 1 on mène IQ parallèle à BD , et qu'on Joigne MO, à 
cause des triangles semblables OCD, OGI ; OBD, OQI , on aura 

OD bd ou LM CD ou IH 

01 ~ ~ 


• 1 -. 


IQ 


IG 


çtptu* conséquent ). U — 

donc MQ est parallèle à AA'. • 

On a d’ailleurs- 
' •' OB ' bd 


IH 

IG 


U , 0Q ou MP' 
donc. . 


i_ ^ OA 


^ ^ IM^— MQ2 kSÂ" — ÜF* 


éka^ ^’énnTt conjugués de l’ellips^’ s^nt 

éBattt , . 1 équation de la courbe prend la forme - ^ 

•iii >rixv • ». •. 


•iii'jié 




7^ 4- = A^, 


JTo. ZS l»«q«e IM aie, som reeMesulai- 

« ils aa eon- 

jHgues que lorsqu ils sont rectangulaires.'* >' - -c.- ' 


r 
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CONSTRUCTION DE L’HYPERBOLE 

SDK DEDX DIAUÈTBES COKJDGDÉS DOHHÉS DE GKARDEDK 

KT DE POSITION. 

« * 

81. On a vu (74) que i’équalion ^ ' ' 

+ Na:2 _j_ P _ 0 

,* A 

représente une hyperbole lorsque M et N sont de signes con- 
traires ; et comme on peut toujours faire en sorte que le coeffi- 
cient de soit positif, en supposant d’abord P positif, on aura 

— Njp2-|-P = 0. ’ • 


Pour y = 0 , on a 


pour ar = 0 , 


P 

~W ’ 


ï.=d=l/ - 

et.posanl' [/'£ = A„ ; 

réquation de la courbe , devenue ■ 

y Ay — BV = -A*B* ou ^-^ + 1 = 0, 

sera rapportée à son centi;e et à deux diamètres conjugués 2A , 
2B , dont le, premier seul rencontre là courbe, ce qui lui a fait 
donner le nom de diamètre irantverse. 

On remarquera que la courbe ne rencontre pas l’axe desy , yo 
étant évidemment imaginaire; maison est convenu de regarder 


l/|- 


comme le second diamètrede la courbe la quantité réelle 

Si P était négatif, l’axe des x ne rencontrerait pas la courbe, 
qui serait dans une position inverse -à la précédente. On peut 
dès lors ne considérer que la première forme de l’équation. 
La valeur générale de l’ordoiibée dè la courbe étant " 

on voit qiie,^our des' valeurs croissantes depuis a: = 0 jus- 
qu’à a; = àz'h', la courbe n’existe pas ; maisflu’à partir de cette 
dernière valeur de x jusqu’à a? =: ±: « , on a toujours pour y 
deux valeurs réelles , égales et de signe contraire. . j ‘p 






i> 
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Pour obienirv auiant de points qu’on voudra de la courbe, 
OA,OB, étant les deux diamètres conjugués de l’hyperbole 
(fig. 27 V soit pris sur le diamètre transverse un point P, tel que 
^ ~~.^P ^ OA^ et par le point P soit menée l’ordonnée indéfinie 
MP. Au po'int O on élèvertf OD, perpeitdiculaire et égale à OA , 
et du point D comme centre, et d’un rayon DI == OP, on décrira 
un arc de cercle, qui coupera OA'en deux points I, I', par les- 
quels ou tirera IQ, l'Q', parallèles à AB; et enfin, des points 
Q, Q* , les droites indéfinies QAI , Q'N, qui détermineront des 
points M et N de la courbe; et, si l’on a pris OP'=:OP, et mené 
l’ordonnée indéfinie P'M', les points M', N'. 

En effet on a ' ■ 

MP= OQ = or|S= “ ^1573555=“ 

et y = ^ A*- ' . , . • . 

2' constrtMtion, Cette construction se simplifie élégamment 
de la manière suivante : - 

Au point O élevez OD perpendiculaire' et égalé à' OA, axe 
Iransverse ; divisez OA en un nombre quelconque de parties 
égales , ''telles que O», et par les points de division t menez les 
droites /ÿ, parallèles -à AB et ensuite »D. Par les point -q tirez, pa^ 
rallèlement à OA , des droites indéfinies qm , sur lesquelles vous 
prendrez qm = qm' *D : les points m , wi' , apparliendrontà 
la coifrbe. , . • , ' ^ 

En prenant. og, et menant q'n indéfinie. Sur laqodie 
on prendra qn = ,çn'=: »D , on obtiendra deux nouveaux points 
de l’hyperbole. • , 

On Yoitj d’après cette construction, comment, étant, donnés le 
diamètre traiisverse, la direction du diamètre non traiyversej 
et un point de l’hyperbole , on pourra déternlkincr la longueur 
du diamètre non transverse , et ;p_ar conséquent construireila 
courbe. ' ‘ ’ 

I 

83. Si les diamètres sont perpendiculaires , la construction 
est plus si^le : la droite OD se confondant avec ^B , lâ'cburbe 
est &ymétHque par rapport ù ses axe» ou diamètres principaux. 
'' Les extrémités de^l’axe transverse sontlès ro/ntnri(> de l’hy- 
perbole. . ' , • - i V.-, ' . -î»; • • I • ' 
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, THÉORÈME. 

Deux bypérWes sont égales lorsque leurs axes sont égaux. 

Si les diamètres conjugués sont égaux, il suffira de diviser 
OR= OA en ‘parties 'égales , telles que Oq ; puis de mener par 
les points q , q', des parallèles qm , qn , sur lesquelles on pren- 
dr.a qm ~ qth ' , èt qn — qn ' , égales à çD', OD' étant perpen- 
diculaire et égal à OB. • 

Lorsque les diamètres conjugués rectangulaires sont égaux , 
on dit que l’hyperbole est équilatère ; son équation est de la 
forme = — A*. On verra par la suite que l’hyperbole 

ne peut avoir de diamètres conjugués égaux que lorsqu elle est 
équilatère (177). 

PROBLÈME. 

■ r ’> . ‘ X J 

03. Étant donnés de grandeur et de position deux diamètres conjugués de 

l’bypcrbole , et une droite passant par le centre , déterminer graphiquement tes 
points d'intersection de la droite et de la courbe. 

Nous nous bornerons à indiquer la solution , et nous renver- 
rons au n“ 79 pour les développements analytiques , qui sont à 
peu de chose près les mêmes. 

OA, QB (lig. 28), étant les deux diamètres conjugués don- 
nés , et ÜMD la droite donnée passant par le centre 0 , par le 
.point B, extrémité du diamètre non transverse, menez BD , 
parallèle à OA et rencontrant en D la droite donnée. Au point 
0 élevez sur OA la perpendiculaire indéfinie 011 , et prenez 
OC = OC\= OA; ensuite, du point A comme centre, et d’un 
rayon égal à BD ^ OP , décrivez un arc de cercle qui coupe la 
perpendiculaire OH en un point I ; joignez fD , et par les points 
C et C' menez, parallèlement à ID, les droites CM , qui 
détermineront les points demandés M et M'. 

On pourrait se servir de cetlc solution pour construire l’hy- 
perbole sur deux diamètres conjugués donnés de grandeur cl 
de’ position ; mais , celte construction étant peu élégante , nous 
ne nous y arrêterons pas. ' 

Remarque. Si l’on désigne par p la distance du centre de 1 hy- 
perbole à un point quelconque a: , ÿ, de la courbe rapportée à 
son centre et à ses axes, 

Al/ - B2*2 = - A=>B=^, 


^ 76 — 

on troate 

= + y2 =ir2 ^ g ^ _ (A^ +6^)^^ -. ^2 

dont le m»«/m«m correspond à la plus petite valeur de* , la- 
quelle est * = ± A ; d’où /) = ±1 A. • . 

1 ■■'■ '■ 

THÉORÈME. ' , . 




Oo poinra, d'après ce«e propriélé, éuot doDnëe l’éqnatiaii 
de 1 hyperbole, déterminer la grandeur du demi-axe tranyerse, . 
connaissant le centre de la courbe. 


THÉORÈME. 


mu^Ip A™n J'yperiwle, ainsi que dans l’cUipse, le carré de la danl-coide 
pi^e à un di^tre est au rectangle des segments détenninés par eUe sur le 

diamètre conjugué dans un rapport constant. . raroie su^ le 

.Ce qu’on peut voir facilement par l’équation même de la 
courbe , mise sous la forme ' ' 


(*+A)(* — A)' 


B2 

'A2‘ 


Et ce rapport, constant dans l’hjperbole comme dans l’ëllipse! est 1 

port des carrés des diamètres conjugués. ■- 


laantp- 


CONSTRUCTION DE LA PABABOLE , ' 

ÉTAHT DOHiriÊS üît. SYSTÈME d’aXES COKJÙGUÉS ET LE PAKAMÈTRK 
’ . BIA.MÈTRE BONKé! 

« 5 . L’^équation la filus simple de la parabole est 

, ‘ ' y^ = 2;>*, . ^ "( 70 ) 

et alors elle est rapportée à un sysièpie d’axes conjugués , dont 
l uD eët le diamètre passant par l’oHgine des axes, qui est un 
point de la courbe , et l’Rutre la tangente en ce point. ‘ ’ 

Le coefCcient de *, 2/? , sé nomme le pai^amètre du diamètre 
auquel I9 épurbe est rapportée. ' ’ 

Sftus. cette forme simple on' reconnaît facilément la 'marche 
de 1 ordonnée ; * croissant depuis 0 jusqu’à bo , si 2j> est positif, 
1 ordonnée aura toujours deux valeurs réelles égales et de signe 
contraire , croissant depuis 0 jusqu’à l’infini. Par conséquent la 
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courbe s’étend indéfiniment dans le sens des abscisses positives; 
et elle est limitée par la tangepte , car , pour une valeur quel- 
conque négative de x , l’ordonnée est imaginaire- 

On voit encore que le diamètre ne rencontre la courbe qu’à 
l'origine. 

Si 2/> est négatif, la edurbe au contraire s’étend indéfiniment 
du cdlé des abscisses négatives- 

THÉORÈME. 

Dans toute parabole le carré de la demi-K»rde parallèle à la tan 0 [eme est égal au 
rectangle du segment déterminé par elle sur le diamètre conjugué à la tangente, 
et le paramètre à ce diamètre , 

ainsi qu’on le rccpnnait par l'équation même de la courbe. 

86. Pour construire la parabole y^lpx^ connaissant une tan- 
gente.OT (fig. 29) , le diamètre OD passant par le point de con- 
tact O, et le paramètre 2p à ce diamètre, onjprendra surOD pro- 
longé une longueur OL = 2/> , et l’on mènera la^^perpendiculaire , 
indéfinie OH sur OD ; ensuite on marquera autant de points C 
qu’on voudra sur LPD, et de chacun de ces points comme centre 
on décrira des arcs de cercle , qui couperont la perpendiculaire 
OH en des points tels que Ij et le diamètre en des points tels que 
P; enfin , de chacun des points P on mènera parallèlement à la 
tangente OT l’ordonnée indéfinie PM, sur laquelle on prendra 
PM PM' = 01; les points M et M' sont des points de la 
courbe. 

En effet on a» dans le cercle, PM^ = ÔP = OL . OP , d’après 
la propriété des demi - cordes perpendiculaires sur le dia- 
mètre. 

Si la tangente est perpendiculaire à l’extrémité du diamètre, " 
qui devient alors le diamètre principal , ou l'axe de la para- 
bole , la construction est encore plus simple. , 

Les ordonnées MP'(fig. .30) étant parallèles à OT, il suffira de 
mener par chacun des points I , déterminés comme il a été dit' 
ci-dessus , des parallèles à l’axe OA ,'qui donneront , par leur 
intersection avec les ordonnées MP, autant de points M, M', de- 
là courbe. La courbe est sytnétrique par rapport à l’axe. OL est 
le paramètre du diamètre principal; on le désigne particulière- 
ment sous le nom Ad param'etreiX) o\x,eûté de l'angle droit {l). 


(1) Paratnétrr, mrsure, terme de comparaison des courbes. 

(î) Latut rectum. On verra bientét d’où vient celte dénomination. ' ’ 


" ' ■ ■ '■ .THÉORÈME, r - ■ ' • 

. - ** ” . ^ ' • 
Deux parabolcssont égales lorsqueleurs paramètres sont ^ux. , , 

^ Etant donnés un diamètre quelconque et la tangente à l'extré- 
mité de ce diamètre , il suffira de connaître un seul point de 
la parabole pour trouver le paramètre , et construire la cour- 
be (86). - ’ ' ' 

PROBLÈME. 


88. Étant donnés nn diamètre de la parabole ,1a tanuenteà|rexiiiémité de ce 
diamètre et le paramètre du système, trouver le poiiit d’inteisection d'nne droKe 
quelconque passant par l’origine. 

Soient l’équation de la .parabole rapportée 

- , - J •• à ce système d’axes, 

' y—ax celle de la droite donnée , 

et , la distance de l’origine an point, d’intersection cherché: 

on aura P* — 2a:y cos ft; 

et , par une élimination facile, on trouvera . , 

• . . 2» - X-i ‘ ^ 

(>•== “ K 1 -f- 2a cos 6. 


Soit pris , sur ' la tangente OT ( lig. 31 ) , OP = 2^ , paramètre 
donné , et PR menée parallèlement au diamètre donné OD : . 


il est évident que 
et de là 

I 


•_OP 

« — pg. 

OP . OR 
P— pj^ 




Prenant "donc, s;ir OTj OS = PR, et naenant SM parallèle i OD, 
le point M sera le point cherché. 

Cette solution, fournit un moyen bien simple dé construire la 
parabole connaissant un système d’axés conjugués et le para- 
mètre du système. Nous laissons le soin de faire la construction» 


88. Si l’équation était de la formé. . - '• 

» 'v , 

' x^=^qy, , , 

elle représenterait une parabole dirigée dàns le sens des ordon- 
nées. Du reste, les constructions précédentes, s’appliqueraient 
exactement à çelte écpiqüoa en y chajjgeanl a? en ety fen « , 

0 - 


% 
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c'est-à-dire en prenant les ordonnées pour les abscisses , et ré- 
ciproquement. 

90. Enfin l’équation du deuxième degré de la forme 
— (i) 

peut représenter, ainsi qu’on l’a vu (71), les trois courbes : elbpse, 
hyperbole ou parabole , selon que q <0, g> 0, î = 0, 
rapportées à un système d’axes conjugués , dont l’un est le 
diamèfi’c passant par l’origine , qui est un point de la courbe , 
et l’autre la tangente à la courbe en ce meme ploint ; ce qu’on 
reconnaîtrait aussi en discutant l’équation (2). 

Dans les deux premiers cas, si l’on veut introduire dans l’équa- 
tion l’expression de la longueur des diamètres conjugués , on 
aura , en désignant par Â et B les demi-diamètres , et faisant 
successivement y = 0 dans l’équation , i, 


jr. = 2A = ‘ 




puis , faisant x — — abscisse du centre, 


et par conséquent 




••-.1 


A^= 


— 


<I 


d’où l’on tire 




•' .. 


B* 


S fC V i 


,-»rn 


Et l’équation aura la forme ' ’ 

B^ ’ 1 'V 

~ représente iine ellipse, 


B^ 


y^ = P (2Aar-f- elle représente une hyper- 
bole , 

A et B étant deux diamètres conjugués quelconques. 

B’ 

2p=2 ~ s’appelle le paramétré de l’elKpse ou de l’hyperbole , 
pour le système de diamètres conjugués 2A, 2B. 




•k 

Ml 


* ■ 
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91. La discnssion précédente suf6t ponr faire reconnaître le 
genre de la courbe représentée par une équation donnée du 
2* degré , et pour la construire lorsqu’on connaît un système de 
diamètres conjugués, ce qui exige que les termes contenant les 
carrés des variables x et y- existent dans l'équation. Dans le cas 
où les carrés ou manquent dans l'équation , on a vu 
(62) que l’équation représente une hyperbole, et qu’à dé- 
faut des diamètres conjugués, qu’il n’est paspossible de dé- 
terminer d’après la méthode ordinaire, on peut déterminer 
deux lignes droites, les asymptotes, entre lesquelles les deux bran- 
ches de la courbe sont comprises , et qui jouissent de propriétés 
très importantes à connaître pour la construction du lieu géomé- 
trique représenté par l’équation. 

Avant donc d’exposer une méthode générale pour la discus- 
sion et la construction des lieux géométriques du 2* degré, sous 
quelque forme que les équations se présentent, il convient d’exa- 
miner les propriétés de ces asymptotes rectilignes, et plus géné- 
ralement des asymptotes des courbes du 2' degré. 

DES ASYMPTOTES DES COURBES DU 2- DEGRÉ. 

92. ' On appelle en général a$ymptote (*) une courbe toute 

ligne droite ou courbe qui te rapproche indéfiniment de la 
première, tant jamait la rencontrer; de sorte que, si ces deux 
lignes sont rapportées à un métqe système d’axes , la différence 
entre leurs ordonnées , correspondantes à la même y^scisse , 
peut être rendue plus petite que toute quantité donnée , et de- 
vient nulle lorsque l’abscisse est infinie. ' 

D’après cette définition , il s’agit de chercher si les courbes 
du 2* degré ont des asymptotes. 

Soit Ay^ -}- Dy-J- Eo? -j-F=:.0 

l’équation générale de ces courbes , rapportée à des axes quel- 
conques. , ' - ' " > 

On en tiré, pour 'la valeur de l’ordonùée correspondante à une 
abscisse quelconque ar (51), 

' { [ 

y aa b ±. ns^ ipx q , " 


(*) «jOfiTCToiTof (â-trôv-ntffMcv), qninecerencontrepitéa^' '• ^ 


% 
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en faisant pour abréger. , , . . , -, 

■ -â=»’ ' ; 

BD — 2AE D^— ÀAF ^ g ^ 

et, complétant le carré sous le radical, ^ 

Si l’on pose pour un moment ' 

' Y.'X ■e- Y==:;-î^2^=». 

en appliquant la formule du binôme de Newton , ' 

(.4- hr= +f . ^ -> + etc. , 

; .,aL-.ira-‘);U+-c., 

"^i'' — y. 


on aura 


iz + h) 


•J; f ' 

et par conséquent * en remplaçant z et h par leurs valeurs ,< 

' n \ ' n.J 


I ."fi > 


et la valeui- de l’ordonnée développée en série de viendra 

■ ■ - ; ^ A 1 

« I 

93. !•' cat. Supposons d’abord n > 0 , auquel cas la courbe 
est une hyperbole , toutes les asymptotes de la courbe seront 
renfermées dans l’équation (C) , lorsqu’on prendra un certain 
nombre de termes du 2* membre. 

Si l’on prend jusqu’au prcmiéF terme inclusivement de la série 
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après le double, signe ± , on aura, en désignant -par Y Tor- 
donnée de cette asymptote , x restant le même , 

y.= [“ + ^] ^ + [* + iife] •'/ 

W _ *v 


ou 


équations de deux lignes droites. On reconnaîtra aisément qu’el- 
les passent par le centre. 

En prenant un terme de plus de la série , on aura * 




[n >|aj 

(B) 

a 

x+P- 

» 



'< f t - • 

asymptote hyperbolique , qui a pour asympto.tes rectilignes les 
memes droites (A) que l'hyperbole proposée. 

En prenant successivement 1)2)3 termes de plus de la série 
(C), on obtiendrait dés courbes asymptotiques qui se rappro- 
cheraient de plus en plus de l’hyperbole. - , 

^ . ’n» 


94. 2>ca«. SfM=0, les équations (A)' se confondent en une 
seule ' *■.' ' V ' - 


équation du diamètre conjugué aux ordonnées. 

Donc ^ • 

Les paraboles n’ont d'autres asymptotes rectilignes que leurs diamètres. 


Ce qu’on peut voir encore par la. valeur générale de l’ordonnép 
. de la ctûirbe < ' _ . * ! 

- y — ^ ^ 2/»a!+7/ , • . 

qui se réduit à 


* ^ 1 r * >0. t 

=.ajc+ i ±: ^ + qi^J * par la condiü6û ?* 0 , 


et se développe de la manière suivante : . 

8 ^ 


y. i 

^ -*S ' 
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■ ' ’ . J ■ . ' 

En ne prenant gu© les termes du l**^ degré , on a 
Y — as -{■ b ' 


eu prenant un terme de pins , on trouvé 

■ 1/2» 

* Y =•«» + ■& ± ^ ^ 


t ♦ 

y 

U-- 


2AI/* ’ • ■ 

équation d’une parabole quia lé même' diamètre que la'parabole 
proposée. ' ( 

X. . . ' 

Donc ■ ' . .• ' ^ ;- V. ■ . • 


Deux paraboles égales coostràites sur un môme dramétre et dirigées dans le 
même sens sont rédproqnemeat Uymptotes l'upede l'autre. 

OS. 9« cas. Enfin ^ si n. < 0 , et la courbe est alors upe ellipse , 
pn voit que, potir un nombre quelconque fini de termes de la 
série, [Z' n sera toujouirs facteur de a? ; et comme f/n est ima- 
ginaire, on doit en conclure que 

. • ' . '1 
• L’ellipse n’a point d’as]miptote ni rectiligne ni courbe^ ' 




06. NonS'ue t^aitefons ici que des asymptotes rectilignes 
dont on peut trouver directement les équations de la manière 
suivante : . t • 

Soit y=a»-\rb±.~^na^-\-^x-^q (1) 

l’expression générale de l’ordonnée des lignes du 2* degré. 


et Y = oX^-<i., ' (2) 

l’équation d’une droite quelconque. ^ 

Si l’on veut que cette droite soit asymptote de la courbe, U 
faut, d’après b définition des^asymptoies, que la différence de 
l’ordonnée de la droite et de la courbe correspondante à la mê- 
me abscisse puisse devenir plus petite que toute quantité don- 
née, et nulle pour 00 . 

L’expression <le la diiïérence entre ces ordonnées sera 

Y — y= [(ri— o) ~ ^ nx^r{- <Z; 

6. 
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.1 

L±1 

a^i 



ï-r= 

% 

(c — a 

,)àp-|-(d 

-b)' 



Ettfin, divisant les deux termes de 4 firaction par a>, pn aura 

Or, pour que celte expression puisse devenir nulle qiand on 
fera a? = <« , il laut nécessairement que l’on ait . ‘ ' 

' ■ (.c-ay-^,^0, . ■ • • > (8) 

, » 
r (c— o) («! — *) — ■' W 

l/équation (8) fait voir^que w où B* — 4AC doit être nécessaire- 
meni positif ou nul, c’est-à-dire que k courbe est u»e byç«p-^ 
bole ou une parabole. ' . 

De ces équations Ton tire sané difficulté 

• ' 


c: 

dz 


=“-ir’ 

P 


n 

et, substiluaBt ces valeurs dans 1 équatiot 
( es équations des asynapiotes reciiKgnes < 


; l'équation (2),'bn obtien 
ectiügnes de l'hyperbole 


on 


iplotes recungnes ue 


' 2A L «J , 

Y= [« + ^1 [* + ilfe] 

^ = 1 :“ - ^] ^A^] , 
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ainsi qu’on les a trouvées par une autre méthode,, (.93 ). 

Si n =3 0 on retrouve l’équation du diamètre y = a* -j- A. 

• La méthode employée ci-dessus peut servir à faire recon- 
naître les asymptotes, lorsque l'équation de la courbe contient 
ies carrés des coordonnées. . ^ 

On a vu ailleurs (62) comment on les détermine plus focile- 
ment encore lorsque les carrés de Tune des inconnues ou des 
deux à la'fois manquent dans l’équation. 

97. Lorsque la courbe est rapportée à son centre , et que son 
équation est de la forme ' •• • <■ . , ■ . ,• 

A et B étant les deux diamètres conjugués' de la courbe, on trouve 
tout d’abord pour les équations des asyiuptotes ' 

Y='±.-x, • ’ . 

^ ^ ^ 4 ’ 

et l’on conclut que , ^ , ; . . 

Les asymptotes de l'hyperbole se confondent avec les diagonales da parallèle* 
gramme construit sur deux diamètres conjugués quelconques. ' ' 

Ce qui fournit ub moyen bien simple de, 

' Construire lâ dsymptatwderiiTpeTbolp'loniiâ’ah onnhalt le centre et deux dla- 
Bèlres conjugués de diroctiü'n et de grandeur ; > ' < 

et réciproquement dé , • 

' Connaissant iés asymptotes et la direction d'un des diamètres, |déterminerU 
direction deson conjugué. “ • 

^ Si les axes conjugués étaient rectangulaires , l’équation des 
asymptotes ..••*. , 

B 


.’'="=î' 


> 

) ' \ 


fait voir que * • 

Les axes principaux de l’hyperbole dlvltent en deux parties égales les angles de* 
esfymptotes. " ^ ■ t 

Remarque. Si B=A , c’est-à-dire l’hyperbole est équilatère, 

les asymptotes sont perpendiculaires entre elles. 

" ' ‘ ' ' ■ 

98. La comparaison des ordonnées dè la courbe et de l’asymp- 
tote offre une prépriélé remarquable de l’bypqrbole ^ * 


DI, • 3..I l.y GlJOgk 


-T- 86 — . 

EnefTetona , 


d’où 'f- Y* — r 2 _Bï - 

ou' ,• ■; (Y+j)(Y-j)=Ba, 

résultat indépendant de a: ■. or, si d’un point P (fig. 82) .onnièbe 
une sécante PN parallèle au diamètre 2B , on aura 


. .. ^ Y+y = PN -f PM, = PN' + PM = MN', 

Y— y=PN — PM = MN : ' • , 

donc NM.MN'=B^. 


On aurait obtenu de laéme pour une sécante MQ paraUèlç au 
diamètre 2A, MQ .MQ' = A\., ' .. / î 

De là ce théorème : 

Si d’un point quelconque d’une'hyperliole on mène nqesécante queloonqne pa- 
railèle à un diamètre, le rectangle des parties de in sécante comprises entre ce 
point -de la courbe et les asymptotes est égal au carré de la moitié de ce diamètre. 

On, pourra donc facilemeul résoudre les problèmes suivants : 

PROBLÈÏIE. " . 

Connaissant les^asymptotes ^ l'iiyperbole , un point* de lacourbe et^la dirte- 
tiond'untUamètre, déterminer les deux diamètres conjugués de grandeur et , 
direction. ^ ' 

PROBLÈME. r ' - 

-K ♦ ^ V 

Connaissant les asymptotes de l'hyperbole et on point de la courbe , déterminér 
lés axes de grandeur et dé direction. ' > ' ' ^ ' 

PROBLÈME. 

Connaissant un système de diamètres conjugués de rhyperbole, déterminer les 
axes de' grandeur etMé direclion. ’ ' 'T'- 

99. Le diamètre transverse OAX divise en deux parties égales 
la tangente D AC au point A, laquelle estparailèle au diamètre 
conjugué OBy (76) : doue ' ' 

lia partie d’onelangente àl’byperbole comprise entre les asymptotes est partagée v 
en deux parties égales au point de contacL 

Et dè là la solution de ce problème ^ 

Connaissa nt les asymptotes, mener une lan^te à rbyperbtdepariUi point donné 
de la courbe h. - , • - : • 

Il salira denmener par le point donné une droite telle, que la 
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partie comprise entre deux droites données soit divisée mi çe 
point en (ieux parties égales. '> 

On remarquera , à mesure que le point de tangence s’éloigne 
de l’origine en se rapprochant d’une asymptote , que le point 
d’intersection de la tangente ^vec l’aulro asymptote s’en rappro- 
che*, et l’on peut dire que les asymptotes sotU les limites des 
tangentes à l’hyperbole. 

On conclut encore les propriétés suivantes : . ■ 

. , THÉORÈME. . y \ 

. Les portions d'une «écante quiconque comprises entre l’hyperbole et ses 
asymptotes sont ^aies. , 

En effet , soit une sécante quelconque UVV'Ü' ; par le milieu ^ 
G de la corde V V' si Fou mène le diamètre OG , qui rencontre là 
courbe au point a , le conjugué de ce diamctre cab sera tangent 
à la courbe au point a ; et l’on aura , à cause de ae , 

' UG = GÜ', . • 

et“ à cause de VG GV'\ ' ^ ' . • t / ^ . 

üVa^U'V'. . 

' D’après cela on résoudra facilement le problème qui suit 

PROBLÈME. ■ * 

Étant donnés les asymptotes et un point de la courbe, tronrcr anUmt d’autres 
points qn'on voudra de l'hyperbole, et constmire ainsi la courbe par points. 

\ '■ 

100. Examinons maintenant successivement lesantres formés 
de l’équation du deuxième degré , dans le cas où le lieu géomé- 
trique est une hyperbole. ai, 

Et d’abord Soit A — 0 dans l’équation générale des courbes 
du deuxième de^é. ' ‘ , 

' On sait (6âJ que l’équation ' ' J , 

B*y -j- (Lr^ Dy -|-E at 4" ® ' ' ' 

représente une hyperbole , dont une des asymptotes, qu'on sait 
déterminer (62), est parallèle à Taxe des y. On pourra ; eu trans-’' 
portant l’origine des axes , au moyen des formules ^ 

‘ ^'y = y’4-ù; • ' 

i'.'» 

transformer l’équation proposée en une autre de la forme . y 
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Si Ton ‘ fait le calcul Ç on trouvera - 

. ' ' I- - B > ^ 


bz= 


2CD •- BE 


BV--; , , . . , 

' qui sont précisément les valeurs des coordonnées du centre de )a 
courbe lorsqu’on y fait A := 0. '■ ' 

Ensuite en .changeant seulement la direction de l’axe des ab- 
scisses ponvelles, et prenant pour l’autre l’asymptote' parallèle 
à l’ancien axe des ordonnées, on obtiendra une équation réduite 
»dpla forme - , ' • ’ , ' . . . 

, B'ay+p?=ov;' *■ " 


ou 


> en faisant - 


On reconnaiirq promptement par le calcul que le nouvel axe des 
X se confond avec la seconde asymptote. 

J 101, Le même raisonnement s’applique au cas op. l’équation 
étant de la forme 

' Ay2-j-ftry4-Dy + EF4-F = 0, ; 

Tnlie des asymptotes seràit^îarallèle à l’axe des a?; 

. -El de même aux cas Où l’équation aurait l’une des formes 
suivantes , • • 

. ' ‘ 

Dy-^ fer V'F = 0 

^ clUX iX^6S • ^ 

Dry-f. Dy4- F = 0 f l’«ne des asymptotes est l’axe des s , 

' ~ I \ l’autre parallèle à l’axe des y. 

Bary+Er+F^ 0 fEunedes asymptotes estl’axedesy, 

' ‘ ’ (\l’aulre parallèle à l’axè des, r. ' ' 

. Bry'-f-FrsO , . les axes sont les asymptotes. i .. - 

108. Il résulte dç là que l’équation de l’hyperbole peut être 
toujours ramenée à la forme xy En profitant de cetté 
forme si simple^ de l’équatioU de l’hyperbole rapportée aux 
asymptotes , on démontrerait facilement toutes lés propositions 
précédentes , et l’on mettrait en évidence les procédés de con- 
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strocfibn indiqués. Noosnous bornerons à énoncer un théorème 
dont la formule est renfermée dans J’équation elle-même. 

, ' THÉORÈME.. ' / ■ ■ 

*1 < ' 

Dans toute hyperbole l’aiH du paralléloBraidme formé par les ** 

par lesparallè>e8 menées à ces Ugnes d’un point quelconque de la courbe est 

constante. ^ 

En effet , en désignant par 0 l’angle des asymptotes , on a 
a?y sin « = A* sin e » 

ce qui démontre le théorème.' , at» ap 

Soit A (tig. sa) un point quelconqne de 1 hyperbole ; AD, AK, 
les droites menées du point A parallèlement aux asymptotes Sb , 
TT' : la droite MAN , menée piar ,1e point A telle que AM == AN , 
est tangente à la courbe (99) , et parallèle aù diamètre conjugu 
de AÜA' passant par le point A. 

■ On a par conséquent , à cause de OD — DN , 

parallélog. ODAe«= triangle OAN =i ^ OM N = M NPQ. 

I 

, Donc • 

L’aire constante est égale à la huitième partie du 
deux diamètres conjugués quelconques, et par conséquent à la ui P 
rectangle constrnit sur les axes principaux. 


D’où l’on conclut encore : ' ' • ■ , '' ‘ ^ 

I . ■ . ’ • ■ ' ■ ' 

• . . ' , THÉORÈME. ^ , 

Dans toute hyperbole l’aire du parallélogremme construit sur deux diamètres 

conjugués quelconques est con^nte et égale é l’aire du rectangle des axes, 

^ • , 

105. Pour délernilner la contante il suffît de connaître 

un seul point de la courbe. i 

En effet , si p , g , sont les coordonnées de te point , on aqra 
pq = R*. Soit A le point donné : 

OM . ON 

'' ti ‘ 


K2 = ;>g = 0D.0E: 


Si le point donné est le sommet a' de la courbe, à cause dé 
OG = OH, on aura a i ! 


K' 


Oli^_ 5a -4- Ga^ _ A? -f 
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• La quantité K^, égale à là somme des carréÿ des axes de l'hy- 
perbole , a l’eçu le nom de puitganèe de l’hyperbole. La gran- 
deur et la forme de la courbe dépendent en effet de la grandeur 
de cette quantité. On verra bientôt qu’elle sert à fixer la posUioQ 
de deux points qui jouissent de propriétés très Remarquables. 

*■ r ^ ^ 

PROBLÈME, 

104. Épiant donnée la paissance de l’hyperbole et la direction des asymptotes , 
déterminer lès axes principaux. 

On aura pour déterminer A et B tes relations 

K^sino = 3AB, ’ 

V . 2 • ^ 

ô étant l’angle des asymptotes', . , 


■'W 


et f f 


, V 


(?) 


d’où l’on tirera sans difficulté ^ v ■ 

A + B = 2K _|_sin 9^ - 
A — — sin S; , 

et A = K 1 -f- sin 9 -f — sin 6 J ^ 2K cos ^ , 

B = K 1 + sin e — sinfl^ = ’sK sin 

d’après les formules trigonométriques connues. 

'Quant à la direction des axes , on sait (97) qu’ils divisenten 
deux parties égales les angles des asymptotes , ce qu’indiquent 
encore les valeurs précédentes de Aet de B. ■ ^ . ■ - 

' • • PROBLÈME.’ ■ * 

filant donnés les axes principaux de l’hyperbole, déterminer l’angle des 
û^ptotes. . 

Les équations (1) et (2) donnent , ’ . 

2AB . , . ' 

“”« = F+b;-' ■ 

Si l’on remarque que 2AB = (A^ -f- B^) — ’(A — B)* , la valeur 
de sia fi deviendra < - ■ < 

(A-By 

sm® — 1 a^ + B^-. • 

Si l’hyperbole est équüatère , c’est-à-dire si A = B, sin 9 =;=! ; 
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ce qu’on reconnaît aussi d’après les valeurs précédentes de A et 
B , et ce qui confirme la remarque du n« 97. 

MÉTHODE GÉNÉRALE 

POUB LA D18CUSS10K ET LA CONSTKtlCTlOB DES LIEUX GÉOMÉTRIQUES 
DES ÉQUATIOHS DU 2* DEGRÉ. 

lOS. Maintenant nous pouvons , en résumant toute la discusr 
sion précédente , exposer la méthode qu’on devra suivre pour 
la discussion et la construction du lieu géométrique d’une équà- 
tion donnée du deuxième degré , numérique ou littérale , 

Ay^ -|- Bxy -j- Dy -j- Ea: F — 0. 

On commencera par reconnaître à quel genre de courbe ce 
lieu géométrique appartient , en examinant si B* — 4AC < 0 , 
ou > 0, ou = 0. 

gî _ 4A.C < 0. Le lien géométrique est une ellipse ou une 
des espèces du genre 5 cercle , point ou ellipse imaginaire. 

Pour lever toute Incertitude , on résoudra l’équation par rap- 
port à y ^ ce qui donnera une valeur de la forme 

et l’on construira le diamètre indéfiniment prolongé^'" 

• P 

y = ax-\-h. . . , 

Afin de déterminer les points d’intersection de ce^diamètre par 
la courlie , on égalera & zéro la quantité sous le radical , et l’on 
résoudra cette équation , ce qui donnera deux valeurs x = js' , 
X rxzaf ^ qU’on portera sur l’axe (des abscisses à partir de l’ori- 
gine ; par les extrémités de ces abscisses on mènera des paral- 
lèleii à l’axe des ordonnées , et ces parallèles détermineront , 
par leur rencontre avec le diamètre , les deux points demandés. 

La partie du diamètre indéfini comprise entre ces points sera 
l’un des diamètres de la courbe ; par le milieu de la distance 
comprise entre 'les pieds des ordonnées parallèles on mènera 
une troisième ordonnée parallèle , qui coupera le diamètre au 
centre de l’ellipse » et sur laquelle on portera , à partir de ce 
point , au dessus et au dessous du diamètre une longueur égale 

à JL I et l’on aura ainsi le second diamètre conju- 

2A ^ ni'5 * . 

gûéaupremier. ‘ ‘ v r , . n 
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Cûànaissant lé centre et un système de diamètres conjtigués, 
on construira la courbe par un dés moyens ipdiqués (78, 79). • 

On pourra déterminer les axes et les sommets de la éourbe 
d’après la remarque du n* 78. ' . 

Si a!* = a?*, la courJ>e représente un point, facile à déterminer,, 
sur le diamètre. _ ’ r 

Si les racines a?', âr’, sont imaginaires , ce qu’on réconnat- 
cra à- la Vue du trinôme sous le radieal , la courbe est imagi- 
naire. ' • 

On pourra, si l’on veut, opérer d’une manière analogue .elt 
résolvant par rapport à x. 

, 1(MÎ. 2» B* — 4AG > 0. Le lieu géométrique est une hyper-^ 
bole , ou deux droites convergentes. ' .i.-j 

Après avoir résolu l’équation par rapport à y , et construit le 
diamètre y=ox -f- é, comme il a été dit précédemment (105) i 
on égalera de méflie à zéro la quantité sous le radical , et si l’tm 
ébtient deux .valeurs , réelles et inégales x = x' , x =; x» , on 
les portera sur Taxe des abscisses à partir de l’origine ; on 
prendra le mileu de leur distance , et l’on mènera les trois or- 
données parallèles , dont celle du milieu passera par le centre 
de la courbe et indiquera la direction du diamètre conjugué 
non transverse. 

Il suffira alors de connaître un point de la coo'rbe pour dé- 
terminer la longueur de ce diamètre; pour cela on fera x = 0 
ou y = 0 dans l’équation de la courbe , ou dans l’expression^ 
générale de l’ordonnée , ce qui déterminera généralement deux 
points. Après avoir déterminé la longueur du diamètré non 
transverse ( 81 ) , on construira la courbe par ijn <1®* moyens 
iudiqués précédemment. On pourra encore déterminer directe- 
ment la longueur du diamètre non-transverse en portant sur 
l’ordonnée du centre, à partir de ce point , des longueurs égales 

, considéré comme réel’ (81) ; connatesSut un 

système de' diamètre conjugué de grandeur* et de directlon,uft 
construira facilement la courbe (81). •*- < . 

Si les racines x',.'*^, sont égales, le lieu géométrique esldeux^ 
lignes droites qui se. coupent au centre, et dont on déterminera 
facilement la direction d’après leurs équations , oh.bien encore 
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en faisant æ = 0 , ou jr = 0 , dans l’équalion proposée ou dans 
la valeur générale de l’ordonnée. , 

Si les racines V , a;" , sont imaginaires , le premier dia- 
‘mètre construit indiquera la direction du diamètre non trans- 
verse de l’hyperbole. Ensuite , portant sur l’axe des a: , à 

fl I 

partir de l’origine , x = mènera parallèlement à l’axe 

des y l’ordonnée correspondante , qui coupera le diamètre au 
centre de la courbe, et sur laquelle, à partir de ce point, on 
pôrtera au dessus et au dessous du diamètre une longueur égale 

à —\y g — ^ , ét l’on aura ainsi le diamètre tranverse con- 

jugué. > 

Le reste de la construction s’achèvera comme ci-dessus. 

On déterminera , si l’on veut , l’axe transverse et les sommets 
de la courbe d’après la remarque du n“ 98. 

Ou bien encoré , après avoir résolu l'équation par rapport à 
y y on cherchera les équations des asymptotes ^ , 

t • • ^ 

que l’on construira par les méthodes connues ; et il suffira de 
déterminer un point de la courbe de la manière indiquée ci- 
dessus, pour construire la courbe (98, 99). 

Si A = 0 , on résoudra de même l’équation , alors du premier 
degré en y , et l’on effectuera la division jusqu’à ce qu’on ob- 
tienne un résultat de la forme > ; ^ > 

, ,, 

Les équations des asymptotes seront ' 

y = rx-]-ê, , 

Bx-}-D = 0, ' , , 

et l’on achèvera la construction comme ci-dessus. 

Il faut remarquer qu’on peut avoir r = 0ou«r=0, ouà^ 
fois r = 0 , « = 0 ; mais quand f = 0 , le lieu géométrique est 
l’ensemble des deux droites 

y = rx-\-t , 

Bo;-|-D = 0. 

Dans chaque cas particulier on aura égard à la remarque qui 
termine le n“ 62. • 
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IW. B* — 4AC = 0 , et OB le recoonaltra facilement en exa- 
minant si les trois premiers termes de l’éqnation forment^ un- 
can% ': le lieu géométrique est nne parabole ou deux 'droites, 
ou une seûle'droite , ou enfin une courbe imaginaire. 

' On résoüdra l'équation par rapport 4 y , si A n’est pas nul , 
et l’on construira le diamètre 

' y ~ ax b. 

On cherchera le point d’intersection du diamètre par la courbe 
éa égalant à zéro la quantité, sons le radical, du premier degré 
en X : et résolrant l’équation , ce qui donnera généralement une 
valeur « = qu’on portera sur l’axe des abscisses A partir ^ 

l’origine, par le point ainsi" déterminé on mènéra Fordonnée, 
qui sera la tangente à la parabole , coqjBguée an premier dia- 
mètre. ” ' 

Alors il suffira de connaître un point de la courbe pour dé- 
terminer le paramètre du diamètre (86) , et par suite pour'con- 
struire la courbe. ^ ' 

Si*la quantité sous le radical est indépendante de « , le lieit 
géométrique est l’ensemble de deux droites parallèles. 

Si le radical hii-méme est nul , le lieu géométrique n’est autre 
chose que le diamètre^ et une Courbe imaginaire si le radical 
est imaginaire.'^ ' * ‘ ' ' ' 

Si A = 0, on résoudra la question par rapport ü x. '' 

108. Lorsque B = 0, le lieu géométrique de l’équation se 
distingue encore facilement : v 

A et C étant de même signe , ellipse ; 

— de signe différent , ^hyperbole ; 

— l’un ou l’autre nul , parabole ; 

èt dans tous les cas, l’équation est rapportée à un système d’axes 
conjugués , c’est-à-dire parallèles à un système de diamètres' 
conjugués : ce qu'on démontre aisément en discutant la Valeur 
générale "de l’ordonnée 

R» D . 1 ^ ’ ' 

y=--îfi-li-U.^”^+^px+q- 

) 

On voit eu effet que, pour B = 0, le diamètre est parallèle à 
l’axe des x. 

' Si F = 0, l'origine est un point du lieu géométrique. 


J 
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Si D = 0 , E = 0 , la courte est rapportée à son centre j et 
si en même temps B = 0 , les axes sont les diamètres conjugués. 

109. Enfin , on peut encore construire le lieu géométrique en 
réduisant l’équation de la courbe à sa forme la plus simple, à 
l’aide des formules de transformation. Mais les formules géné- 
rales étant trop compliquées , nous supposerons que les axes 
primitifs étaient rectangulaires, et que les axes nouveaux , aussi 
rectangulaires , sont les axes principaux de la courbe, l’origine 
de ces nouveaux axes étant différente de l’origine primitive. 

Si le lieu géométrique est une ellipse ou une hyperbole , les 
formules (73) 

_ 2AE — BD 
■ “ — 4AC' 

' ' ^ 2CD -^BE • . 

tiAC’ ' 

détermineront les coordonnées de l’origine nouvelle , centre de 
la courbe. 

Pour déterminer lii direction du nouvel axe des abscisses par 
rapport à l’ancien , « étant l’angle que œs axes font entre eux , 
on a la relation (68) . . > ' ’ 

d’où l’on tire , à l’aide des formules trigonométriques connues, 

cos 2a = — ^ = ^ ^ 

Kl + tang^ 2« P^B^ — (A — C/ ’ 

— R 

ffin 2« = COS 2« tang 2a = — 

^^B"-l- (A — C)2- 

Les coefficients M, N, de l’équation (T) , '(fcm^ lesquels on 
substitue 6 =:100®, a' — a = 100®, deviennent 

M = A cos^ <A^— B sin « cos a -j- C sina a , 

N = A sin* a -j- B sin a cos a -j- C cos* a ; 
d'où l'«n lire sans difficulté 

' M-f-N = A-f-C,'' 

M c- N = k'B*-|-(A — C)^ > 
et par suite *. 
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J 

, , M = ^(A + C) + iKB^4_(A_C)*, ' 

N =:i (A + C) - +-(A — C;2. ' • 

N* l ^ - 

_ 110. le lieu géométrique est une parabole, on ramènera 
l’équation à la forme - 
. V . Sa? = 0. 

Ponr cela on cbangm’a d’abord la direction des axes en rem- 
plaçant , dans l’équation , 

X par « cos a — y sin « , 
y par a; sin « -f- j cos « , 

formules qui servent à passer d’un système d’axes rectangulaires 
à un autre système d’axes rectangulaires , et l’tm aura toujours 
la relation > 


Or, comme, à cause de . — /iAC = 0, 

(A — Cf se réduit à (A -j- C) , 


on a- 


et 


A — C —B 

COS2a_^_^^, sm2a_^^^, 


stn a 


-L/-- 

—v A4-C’ 


— B 


cos « = 


2l/C(A + Cy 


et de là 
et 


A-fC 
M — A-l-C 

N = 0 , comme on le savait déjà. 
L’équatiqj^ sera réduite alors à la forme 

* My^-j-Ry'-j-Sa?"l-F=;Û ,' 
dans laquelle R = D cos a — £ sin « , 

, ' S = D sin « -|- E cost ; 

et , substituant à sin « et cos a leurs valeurs , 

I /"l — cos 2a I / 

“"“K 2 ~~V A 


sin 


C 

A + C 


co s a 


I y/l rf- cos 2a I / A 

y 2 A-4-C" 
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on trouvera 


Riz 


J)l^ A-EKc + 




l^A + C • J^T+C 

Ensuite on transportera les nouveaux axes parallèlement à 
eux-mêmes, en substituant à ar et à^, x + a, :r + i ; et, égalant 
a zéro le coefficient de y et le terme indépendant des variables , 
on aura 2MA-f-R = o, Mi^ -f- Ri 4 . So -f F z= o , 


d’où 


R* — ùMF 
ùMS 




— R 
2M 


coordonnées du sommet de la parabole. Les coefficients de y* et 
de X restant les mêmes, Téquation sera réduite à la forme 

•< ' Mj^-j-Sx=0. 

Cette seconde m^éthode, moins rapide que la première, à cause 
des calculs auxquels la substitution donne lieu, a l’avantage de 
faire connaître directement le centre et i^s axes principaux de 
1 ellipse et de 1 hyperbole , l’axe et le sommet de la parabole. On 
pourra, si l’on veut, les employer successivement, comme moven 
de vérification. 

HO. Conclusion. Ici se termine la partie vériublemeiit es- 
sentielle de la discussion des lieux géométriques représentés 
par les équations du deuxième degré. Lorsque, en combinant 
entre eUes les équations du problème, lesquelles ne doivent êtie 
que la traduction en langage algébrique des conditions de l’é 
noncé , on sera parvenu à une équation du deuxième degré 
entre les coordonnées des points qu’il s’agit de déterminer il 
^ra facile d’après ce qui précède, de construire cette équatiou 
finale, et les points demandés se trouveront sur une courbe 
d espece déterminée, si le problème est indéterminé , ou à l’in 
tersection de deux courbes déterminées si le problème est dé- 
terminé et ne doit avoir qu’un nombre limité de solutions 

Nous croyons devoir rappeler au lecteur ce que nous avons 
déjù dit ailleurs , que le choix des axes coordonnés contri- 
bue beaucoup à la simplicité du résultat et à l’élégance des 
constructions. Ou devra donc faire en sorte de choisir nonr 
axes les lignes elles-mêmes du problème , à moins que quelque 

7 
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circonstance particulière ne fasse prévoir qu’un système d’axes 
reclangulaires dans une cerlaine position donnée serait préfé- 
rable. Mais ces cas sont extrêmement rares; et, bien que les for* 
mules rapportées à des coordonnées obliques soient réellement 
'■ moins simples, on retrouve , sous le rapport de la symétrie, les 
avantafjes qu’on aurait sous le rapport du calcul en faisant choix 
^ d’un système d’axes reclrangulaires; et, ce quiest d’une importance 
plus qrande encore , on lit plus promptement dans le résultat les 
relations que le lieu géométrique, qu’il s’agit de construire, doit 
avoir avec les lignes du problème. Aussi n’avons-nous pas hésité 
à donner la préférence à ce système d’axes coordonnés , et à 
ne présenter les formules en coordonnées rectangulaires que 
comme cas particulier des formules générales en coordonnées 
obliques. 

Au surplus , le lecteur trouvera dans la première partie des 
Problème» d application de l'algèbre à la géométrie an 
grand nombre d’exercices sur les formules en coordonnées rec- 
tangulaires appliquées à la ligne droite et à la circonférence. 

Quant à celte courbe, nous ne la traiterons plus particulière- 
ment, et nous ne la considérerons, comme il a été dit ci-dessus(69), 
que comme une variété de l’ellipse : ainsi toutes les propriétés 
de l’ellipse s’appliqueront nécessairement à la circonférence, et 
si quelques modilicaiions sont nécessaires , le calcul algébrique 
les fera ressortir. 

Le lecteur trouvera dans l'exposé de la méthode générale une 
règle sûre pour discuter et construire le lieu géométrique d’une 
équation quelconque du deuxième degré ; toutefois nous ne 
croyons pas inutile de nous arrêter à la discussion de quelques 
lieux géométriques particuliers des équations du deuxième de- 
gré numériques ou littérales ; et , pour rendre cette discussion 
plus intéressante , nous résoudrons quelques problèmes numé- 
riques ou littéraux qui conduisent à des équations linales du 
deuxième degré. ' ^ 
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; ’ ' APPLICATION DE LA THÉORIE GÉNÉRALE ' 

-i ^ A. DES PBOBLÉHBS HDHÉBIQUBS BT GBAPHIQUBS. 

PROBLÈME. 

tu. Par «dnq points donnés par leurs coordonnées, 
ac’ = 0, «" = 0, x' 

y’ = l, y” =2, y 


11^ 


■ 2, x’» = 3, X' — i, 

■ 0. V ■ * 


0, y» = |. 


faire passer une ligne du 2* degré, déterminer l’espèce et construire la courba 


L’ëqnation dé la ligne du deuxième degré qui doit passer par 
les points donnés sera de la forme 

Ay2 Bxy -j- Cx* -j- Dy -|- Ea? ^ F = O: 

Remplaçant dans cette équation xety par les coordonnées de 
chacun des points donnés, on obtiendra les cinq équations de 
condition 


A4- D4-F = 0, 

.. iO 

4A4-2D4-F = 0, V- ■ 

(2) 

4C-f 2E-f F = 0, 

(») 

9C 3E 4* F = 0 , ' *' . 

(4) 

?+| + C + ?+I + F = 0, 

w 


d’on l’on tirera par une élimination facile 
B = |a, C=iA, D = -^8A, E==-|a; F = 2A, 


3 ’ 3 ’ ■■■’ “ 3 

et par conséquent l’équation de la courbe sera , toute rédaction 
faite, 3j^ 4“ "1" — 9y — 5x4-6= 0. (E) 

On reconnaîtra d’abord que la condition B* — 4AC <0 est sa- 
tisfaite : par conséquent la ligne demandée est du genre des 
ellipses. 

Résolvant l’équation (E) par rapport à y, on obtiendra 


2x — 9 . 1 I ^ i 

y = jr— ± T K- 8x*4- 24x 4- 9 . , 


L’un des diamètres a pour équation 

2x — » 


et l’autre est parallèle à l’axe des y. 


i. 


•>! 


} 
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0n construira sans difficulté le premier diamètre , qui coupe 
Taxe des « à une distance de l’origine égale à 4 - ^ et l’axe desy 

1 ’ 

à une distance de l’origine exprimée par 1 ^ 

Ensuite, égalant à zéro le bnnOme sous le radical , on t^ùvera ^ 
« 8ar* — 24* — 9c=:0 , - ‘ ' 

tfoù. : .i=?(l±|/^). 

Ou prendra donc sur l’axe des *, à partir de l’origine, des lon- 
-gaeoKS égales à ' ’ ~ < 

^ que Ion construira de plusieurs manières, soit en regardant . 
comme' une moyenne proportionnelle entre 1 et| , soit 

^2 * J . “ 

en mettant \A sous la forme ^ , soit enfin en cherchant 

larvaleur namériqde de i/i par l’extraction -de la racine car- 
rée , etc. Par lœ extrémités de ces ab^sse's ainsi construites on 
mènera des parallèles à Taxe des y , qui détermineront la partie 
4u diamètre interceptée par la courbe , autrement la longueur de 
^ diamètre de l’ellipse ; par le milieu dè ce diamètre on mènera 
une parallèlë è Taxe des y, et ce sera la direction du dialnkre 
' otmjtigué an premier. ^ • 

Pour avoir sa longueur , on cherdiera'la vi^eùr maximnm de 

la partie irrationnelle | (/ — 8*^ 24* -J- 9. 

Or, en faisant i - i 

s — à*^ 24* -i- 9 , 

® I I . 

on trouve sans dilficulté • ^ , 

«•=2-VT Tî. 
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d'où l’on conclut que la plus grande valcar de Z est 

A partir du 'centre on portera donc sur le second diamètre , 
au dessus et au dessous du premier, une longueur égale à 

2 construira aisément soit en mettant J/s sous 

la forme |/ 1 — 1 , soit en cherchant le côté du triangle équi- 
latéral inscrit au cercle de rayon 1 , soit cnGn en extrayant la 
racine carrée , et l’on connaîtra par conséquent les deux diamè- 
tres conjugués en grandeur et en direction; et par suite l’ellipse 
sera facilement construite. 

PROBLÈME. 

^ * 

* 112. Décrire une ligne du 2* degré passant par trob pointa donné* , 

t 

ÿ’=.0, ÿ’’ = — 2, 

et tangente à deui droites données , 




y — 2x =0, Ÿ • , - (1) 

~ ® "^ * “ *** , , '•'n }~i ■ 1*1 

Déterminer Tespèce et construire la courbe. îï ' 

L’équation de la ligne demandée sera de la forme -jX- 

. • 

Ay2 4_ Bary -I- _j_ j)y ^ P ^ Q ^ 

les constantes A, B, C, D, E, F, devant être déterminées d'après 
les conditions du problème. ' ■ - . 

La condition de passer par les trois points donnés fournit 
d'abord les trois équations ■ 

^ ~ ® » P, V . . , T --. ' ç* 

ùA — 2B C — 2D E -j— F 0 , ï'rif.'t 
A— D-fF = 0.r . 

* a 

Pour exprimer que la ligne demandée est tangente à la droite (1) , 
on substituera dans l'équation générale la valeur de y tirée de 
l'équation (1), ce qui donnera une équation du deuxième degré 
eu Z, et l’on exprimera la relation que doivent avoir entre eux 
les coefiicienis pour que les racines de cette équation soient 


s 


» 
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égales, autrement dit,'' pour que le trinôme soit'^n^ carré par-> 
fait, ce qui fournit la' relation 

(2D + E)*-4F(4A + 2B + C) = 0. ' 

Opérant d’une manière tout à fait semblable sur l'équation (2) , 
on obtiendra la relation ' ’ . ^ 

' (2A + B-D'-E)î — 4(A — D)(A + B+C) = 0. ' ' 

A'cause de F = 0, ces cinq équations de condition se réduisait 
aux quatre suivantes 

AA — 2B “f" C — 2D '"Eziz 0 -, ** 

^ A — D = 0, i ' 

2D+E=0, ‘ ' 

(2À + B» — D-E)*— 'û(A — D)(A+B + C)=0; 
d’où l’on tire sans difficulté 4 ' > . . 

B=— SA, Ci=^6A; D = A, É = — 2A, F=0; 

et .par suite , l’^uation de la ligne du ' deuxième degré de- 
mandée sera . < ' • 


V-'-' 

^rV.- . 


ÿ* — s «y — 64t*-|-y — 29=0. 


CH) 


r On r^nnatt d’abord que le lieu géométrique est du genre 
des hyperbole. En effet B* — 4AC = 9 24 = SS > 0. Ré- 

solvant l’éqaation (^S) par rapport à y , on troqve, toute réduc- 
tion faite ,“'••• 

S9 — 1 . 

»= “2“ ~ 2 + ^* 

Si Ton égale à "zéro le trinôme sous le radical, l’équation qui 
eii résulte, 

' - Z ‘ Al 


^ ^ - A 

' '^"^ss'^ss"”®’ 


.1 


ne donne que des racines imaginaires : par conséquent le dia- 
mètre ' . • , - . ' ■ î 

■^> -■ .. . 

-se rencontre pas l’hyperbole. ' ' • • . ■ 

' Cherchant la valeur tninimuin de la partie irrationnelle’, en 
faisant ' -'w ' i i 

’ > < Y-> t j, ' '■ • I . , 

2 y -f-l =*-**.- i « : '■ ■i 
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d'où l’on lire 




X 33 — 33 1/1322^ 32 , 


r S 

T*"-. 


on en conclura la position du centre de l’hyperbole dont 1 abscisse 
4 

est égale à x = — ^ , et la longueur du denii-axe transverse 




Connaissant le centre, le diamètre transverse, et la direction 
du diamètre non transverse, on déterminera facilement la gran- 
deur de ce diamètre : car, pour cela , il suflit de connaître un 
seul point de la courbe. La courbe pourra donc être construite. 

On peut encore résoudre l’équatiou (H) par rapport à a? : on 
détermine ainsi le direction du diamètre conjugué à l’axe 
des X, lequel diamètre rencontre la courbe j puis , par le moyen 
connu, on trouvera le centre La direction du diamètre non 
transverse étant donnée, un seul point de la courbe suffira pour 
la déterminer. Nous laissons au lecteur le soin de faire le calcul 
et la construction. 

ÈnQn, on peut aussi déterminer les asymptotes de l’hyper-r 
bole d’après la formule générale 

Y=ox + £±^(x + ^), 

qu’il nous semble utile de ramener à une règle mnémonique, de 
la manière suivante : ^ 

, t 

Pour trouver les équations des asymptotes de l'hyperbole , dans le cas où l’équa- 
lion conücnl les ca^és des variablesou au moins le terme en y ^ , résolvez l équation 
par rapport à y ; et, après avoir fait sortir du radical le coeflicieat de complé- 
tez sous le radical le cairé du binôme en x , et dans la valeur générale de y rem- 
placez le radical parle binôme ainsi obtenu* ' A 

Dans ce cas particulier les asyoïptoies ont pour équations 

Comme on sait d’ailleurs qu’elles passent par le centre, la con- 
naissance d’un seul point de chacune d’elles suflira pour les ' 
déterminer complètement. 

Ayant construit les asymptotes , connaissant un point de la 
courbe, on la construira facilement par un des moyens indiqués 
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précédemment (98), (99), soit en cherchant les axes , soit pat*' 
la propriété des transversales entre les asymptotes. 

PROBLÈME. 

* 1 ' '• '•'*** ^ 
• li3. Par quatre points donnés, ' 

! " *'=:0, a” = 0, = " 

" ÿ’=*l. jr”“ — 8, »’'•=« — *», s 

Ure passer une courbe da 3* degré tangente à une droite donnée 
■ 6 (y 4- 2) — 7 (* — 1) = 0. 

Nous nous bornerons à indiquer la méthode , en laissant a*t 
lecteur le soin d’efTectuer les calculs et la construction. 

On déterminera les coefficients de l’équation générale 

Ay^ + Bary 4* Car*-f'Dy+ Ea? + F = 0, v ' 

d’après' les conditions de l’énoncé , et l’on trouvera pour l'équa- 
tion du lieu géométrique cherché , après avoir fait toutes les 
réductions , . , . * . ’ 

y2 -f -)7 2y - 9ar — 8 = 0. ' (;P) 

La relation — &AC = 0 étant satisfaite , le lieu géométri- 
que est une parqbole. ' . 

Résolvant l’équation , on obtient ' • ■ ' 

y=_2a> — t ± 

•On construira le diamètre y= 3a: — 1 , et l’on déterminera 
le point de rencontre de ce diamètre avec la conr^, lequel 
point a pour abscisse ' - ' 

4 

^ Connaissant la direction du diamètre transverse et la iangente 
h l’extrémité de ce diamètre , il suffira de connaître un point 
pour déterminer le paramètre de ce diamètre , et par suite con- 
struire la courbe comme il a été indiqué précédemment. 

. ‘ -PROBLÈME.. , ^ 

, üd. Étant donnés un triangle AB(J et un point O dans lé plan du triangle 
(6g. 84) , mener par le point O une transversale MOPN , qui rencoqlre les trote , 
odtés du triante aux points M, N, P, de manière qu'on ait ta reiation ! .' ? 




1 

Ô5P 


’0N3*^0P', 




■ «».) ■4^'‘ 
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Prenons pour axes des coordonnées les côtés AB , AC ; et dé- 
si^pions par p, q , les coordonnées dü point donné O ; par a , 
P , les coordonnées du point inconnu P. 

L’équation de la transversale cherchée et devant passer par 
les points (;>, 9 ), (a, p), sera 

, — tzilr ' ■L (i) 


y^q==--^(x — p'). 


Désignant par Xq la valeur de x correspondaute ày==0 dans 
l’équation (1) , on aura 


ÜM = (a?o — — 2 (a?o — p) y cos A 

Faisant y = 0 dans l’équation (1) ^ on en lire 


a— P 


4 - -V fr> 


et par conséquent 

2 («-;») - ?)C0SA]. 

Désignant de même par yg la valeur de y correspondante à 
x = 0 dans l’équation (1) , et observant que 

ON* = + (yo — 9 ^ — (yo — y) cos A , 

on trouvera , toute réduction faite , , 

ÔN^= (P — g)* + 2 (« — p) (P — ç) cos A] . 

Mais pn a • ' 

ÔP* = (a — p)2 -f-(p — gy + 2 (a — p)ip — q) cos A ; ^ 
substituant ces valeurs dans la relation donnée 


OM" 


on obtiendra , après avoir réduit , 

, p^(P‘~ 7)*+?^ («—/>)* , . (E) 

équation d’une ellipse qui a son centre au point donné O (p , y), 
et pour demi-diamètres conjugués les coordonnées elles-mêmes 
de ce point. 

On construira donc facilement: l’ellipse; et les points d’intersec- 
tions P , P' , de cette courbe et du troisième côté BC , détermi- 






4 
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qeront les directions des deux transfersales qui satMent à re- 
noncé. ‘ , V , 

On remarquera , que si l’angle A — 100°etp = ç, Fellipse 
' devient une circonférence. • ■ ' 

En général , si le point O est situé sur la droite qui divise en 
deux parties égales l’angle Â , l'ellipse est rapportée à deux 
diamètres conjugués égaux. 

On reconnaîtra en outre que la courbe est tangente aux côtés 
AB, AC, aux points D et E tels, que .\D =/>, AE =y. 

Le problème a donc généralement deux solutions ; il n’en aura 
qu’une lorsque l’ellipse sera tangente au troisième éôté BC ; et 
enfin le problème sera impossible lorsque l’ellipse ne rencon- 
tfera pas le côté. 

Au surplus , si l’on veut déterminer les coordonnées du point 
P , il faudra éliminer entre l’équation (E) et celle du côté BC , 
qui est 



ÿ , O , représentant les longueurs des côtés AC , AB. 


(PROBLÈME. 

115. TrouTer le Heu géométrique des sommets de tous les trianglès de même 
base, et tels que les angles à la baise soient doubles l'un de l'autrê.- ^ 

Appelons 2Ô la base donnée ÀB (fig. 35) , et prenons pour 
axes rectangulaires la droite AB et la perpendiculaire ÔY élevée 
sur le milieu de la base ; soit M («, p) un des sommets : d’après 
l’énoncé il faut que l’angle IN^A soit égal à 2MAB1 

• ^ f S if ' 

L’équation de . BMsera y = i) 


et celle de 


AM 




^ dans lesquelles représente ^la.ttuigenté de l’angle MBX , 




et'— f-r celle de l’angle MAX. ’ ' 

La tangente de l’angle MBA , supplément de MBX j sera par 

»■ , — ô-, ' i >'i;: * 

conséquent . , . . . ... . v-i? 
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Or, d'après une formule connue , 

’ tang MBA = tang 2MAB ■■ b 

r ' 1 — lang^ MAB 

■ 1* Vf > . 


f- 

* e 


donc 




— b 




■ U+V w 

effectuant les calculs et réduisant, on trouvera ' V ' • '' 

' p(|5*- 3a» — 2i« + i*) = 0. ' (H) 

Cette équation flnale se décompose en deux équations. 

|3 = 0, ■ ' ' 

La première n’est antre chose que Taxe des *,^On voit en effet 
que, lorsqùe MAX est nu! , le double de cet angle est aussi nul : 
par conséquent lès deux côtés AM , BM , se confondent avec la 
droite AB. A 

La seconde équation * 

' — 3a» — 2ia + i» = 0 

représente une hyberbole , puisque les coefficients de et de a» 
sont de signes contraii^s. 

Résolvant l'équation , on trouvera ' - ‘ 

j3 = ±:tA3a»+2Aa+A» : ‘ ' i-' 

donc l’axe des x est un diamètre. ' •J-."'» 

Egalant à zéro le trinôme sous le radical , on obtient 

1 , . 2 , ' .V ; : , 


ou 


«.= — b. 


\ i >■ 


-r' 


' •À,' V 


Prenant donc 00=4 A, le diamètre principal transverse ou 

l’axe de l’hyperbole sera égal à AD ; le centre sera au point C, 
milieu de AD , et le diamètre non transverse sera dirigé suivant 
la perpendiculaire CH. La courbe passant par le point A sera 
donc complètement déterminée. ' 

Quant aux asymptotes , elles ont pour équation , d’après la 
règle précédente , ^ 


— 108 




et elleè font avec l’axe'des x des angles dont les tangentes tri- 
gonométriques sont ;fc. ]/'% ■ de plus elles rencontrent l’axe OY 

à des distances égales, exprimées par , rayon du cjercle 

• . K 3 

circonscrit au triangle équilatéral dont le côté est l. 

On remarquera ^que l’analyse répond en -même temps aux 
deux cas que présente l’énoncé. La branche hyperbolique à 
la droite de l’origine O répond au cas où l’angle MBA est, 
double de 1 angle MB ; la branche de gauche, au cas où ce dernier 
. angle est double du premier. 

Remarque. On pourra employer cette solution , pour diviser 
un angle donné en trois parties égales : pour cela on ,dé-t 
crira sur AB un segment capable du supplément l’angle 
proposé , et l’on cherchera le point d’intersection M de l’arc de . 
ce segment avec l’hyperbole. En effet, la somme des anglesA^tB 
sera égale à l’angle proposé , et par conséqueut l’angle A en 
sera le lier^. . . 

' ' -problème/ ' " ^ • * 

données deux droites AB , AC ' (6g, 86) , on mène par un point 
né O de» sécantes quelconques OMN,.;^sur chacune desquelles on détermine un 
point P tel, que la distance du point donné à ce point soit moyenne proportionnée 
entre les distances du point donné aux points oi la sécante rencontre le» droites 

données, c’est-à-dire tel que ' \ 

•' dps — OM.ON; ' . ■ / 

quel est le lieu géométrique des points P? ' • , ’ ' - ' 

. * 

Prenant pour axes les droites données , et désignant par 
7 » ®t a, P, les (^ordonnées du point donné O et d’un point 
quelconque P du lieu géométrique demande, on aura , d’après le 
'' problème du n* 114 , 

+ p)'(j9-^g)C0sA, ' ^ ' 

— î7+ 2 («,'^P) — î)cos A] » 

” (Æ?) 9?+ 2 (a (V*— y) COS A] î . 

et, d'après la condition de l’énoncé , v,, . . , f..,. 
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d’où- ' 


d’où-' V... . |3a— pP— ^a=0, 

équation d’une hyperbole dont les asymptotes sont 


(H) 



D’ailleurs la coûrbe passe par l’origine : il sera donc facile de 
la construire. 


ces droites des transversales BC teUes, que le triangle ABC intercepté soit con- 
stanunent égal à une surface donnée m» ; quel est le Jieu géométrique des centres 
de gravité de ces triangles ? 

J 

Les droites AB, AC, étant prises pour axes coordonnés , soit 
BC une transversale quelconque telle , que surf ABC = ; en 

joignant le sommet A et le milieu M du côté opposé BC* puis 


vité du triangle ABC. Menons GP, MQ, parallèles à AY, et soient 
AP = a: , GP = ÿ. D’après la construction , 


par conséquent, en vertu de l’énoncé, et à cause des valeurs de 
AR, AC, 


viendra jry = ; équation d’uiie hyperbole rapportée à ses 

asymptotes ^ et dont la puissance est égale à 
Il suffira de déterminer un point de celte courbe pour la con- 
struire, et l’on y parviendra facilement en menant la transversale 
perpendiculaire à la droite qui divise en deux parties égales 
l’angle des droites données, et telle que le triangle isocèle inter- 
cepté soit équivalent à la surface donnée. Le centre’de gravité d* 
CB triangle sera un point de l’hyperbole. 


PROBLÈME. 

117. Étant données'deux droites convergentes, AB, AC (Og. Î7), on mène à 


2 

prenant, sur AM, AG - AM , le point Q sera le centre de gra- 


ABœ 2AQ = 3AP = 3at, 

. AC = 2MQ= SGP = 3y { ' \ 


et, d’après une formule connue. 



3a? . 3ÿ . sin A 


2 


Si l’on changé'»»* en 


9A* sin A 
en 

3 


, l’équation précédente de- 
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PROBLÈME.' ■ 

t î 

.. **8. Trourei' le lieu géométrique des centres de'grarité de tous les triangles 
qui ont même base et même angle du sommet. 

■ J - _ , > 

/ I 

Si l’on donnait pour condition que le côtd BC fût constamment 
égal à une longueur donnée b , l’énoncé précèdent restant d’aii- 
' leurs le même, cette condition serait exprimée par la formiüe 
conpue < I 

= + 2AB. ACcosA, . 

'et , remplaçant AB k AC par leurs valeurs trouvées précédem- 
ment , on trouverait " ' - . 

- /iV ■ ' ■ 

2ary d)sA = ^| j , (E) 

équation d’une ellipse rapportée à^ son centre. sSi A = 100*, 


l'ellipse se change en une circonférence' de rayon 


h 


Résolvant l’équation, on obtient 


y = * co&^A'd: 

Pour construire le diamètre 

ÿ = X cos A , 


\/^ — 8in»Ax*-l-0^ • 


on prendra sur AB dr = AG = 37 hit) ; et, abais^t GH 

3 J ' , * 

perpendiculaire sur AC , oh aura 


■ AH = 2 cos A =r X coS A. 




Menant ensuite GI etHI parallèles à AC, AB , on déterminera le 
point I , et par suite la direction du diamètre AI. L’eliipseren- 
coRtre ce diamètre en deux points, dont les abscisses sont 




8inA*': 


.Au.ppial G OP ^lèvera GK perpendiculaire à AB, ejl AK perpen- 




(-) 

dicniaire â AC ; AK := Ensuite on portera, par un 'a^ de 

cercle, AK ‘sur AM et AM' ; par te« poims MyM', ot mènera dos 
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parallèles à AC, et Tes points D, D', extrémités du diamètre AI, 
seront déterminés. 

Faisant ensuite i; = 0 dans l’équation delà courbe , on Obtient 

*ÿ = ± ^ : donc AE = AG est le demi-axe conjugué à AD. On^ 

construira donc facilement l’ellipse. 

119. Comme application de la remarque du n* 79, nous dé- 
terminerons par le calcul la longueur du demi' grand axe. 

Pour cela , soit y — as (1) l’équation d’une droite quelconque 
passant par le point A , et p la distance du point A au point ar, 
où cette droite rencontre la courbe , on aura 

' =:= -|- y* -j- isy cos A j ' ' 

et , en vertu dé l’équation (E) , ^ „ 

X . P* = l*ry cos A -}- P. ' 

En faisant pour abréger obtiendra facilemépt, au 

moyeu des équations (1) et (E) , ^ t i 

• ' • ' s 

I . ■ ■ , ■ . 


s =: 


|/r 


■ a* — 2o cos A 
al' 


|/l 4- — 2a cos A ’ 


et par suite , toute réduction faite , 

2 (1 4~ 2a cos A) P i 

. ^ • 1 -f- a^ — 2a cos A ‘ 

Résolvant cette équation par rapport ù u , on trouve 

« = (p" -b cos* A - (p' - r 

expression qui peut se mettre sous la forme 

[f'A+co»A)-p’(i-cosA) ] 

d'où l’on voit que la plus grande.et la plus petite valeur de f se- 
ront données par lés relations ' • 
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etf d’après une formule connue, 


.1 


P^ = - 




/).»=/2 tang2 _ A. 

On obtient pour valeurs correspondantes de O . >, 

O, — 1 , O,— 1 ; 

d’où l’on conclut que le grand axe de l’ellipse est dirigé 
suivant la droite qui divise en deux parties. égales l’angle des 
' droites , et le petit axe suivant la droite .qui divise en deux 
parties égales le supplément de cet angle. 

Quant aux valeurs des demi-axes-, elles se construisent facile- 
ment de la manière suivante. 

Divisez l’angle (fig. 37 bis) BAC et son supplément en deux 
parties égales par les droites^ RAR', PAP' ; au point G, tel que 

AG = / = ■; , élevez sur AB la perpendiculaire indéfinie OGP , 
3 

c 

qui rencontre ces droites aux points O et P, GP et OG seront les 
demi-axes de l’ellipse. En effet , d’après cette construction , le 
triangle AGP donne ' . 

AG = GP . tang APG = GP . tang OAG ; 

AG . l ' 


et par conséquent GP = 


tang OAG ' 


tang -A 


D’ailleurs on a directement, par le triangle AOG , 
OG = A tang OAG == l tang ^ A. 


On pourrait encore substituer dans l’équatiqp (E) les for- 
mules 

x' sin (A — a) — y' cos (A — «). > 

SO • ”â 

8in A ' 

jr' sin a -1- y' cos « 

sin À ’ ‘ ' 
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qui servent à passer d’un système d’axes obliques , faisant entre 
eux un angle A, à un système d’axes rectangulaires, et exprimer la 
condition nécessaire pour que le terme en xy s’évanouît dans 
l’équation transformée ; ce qui déterminerait d’abord « , c’est- 
à-dire la direction du grand axe de l’ellipse j et ensuite, l’équa- 
tion étant ramenée à la forme . 

My2 + Na^-1-P = 0, 

les longueurs des deux axes seraient déterminées par 


■iM 




f-4 1- 


Nous laissons au lecteur le soin de faire le calcul. 


PROBLÈME. 


130. Étant données deux droites convergentes AB, AC , partagées chacune 
en un mén^e nombre de parties égales ( lig. 88 ) , comptées pour l’une , AC , à par- 
tit du point A, pour l’autre, AB, à partir du point B, enjoint réciproquement 
les points de division de la seconde avec les points de division de la première, de 
manière qtie le nombre de divisions de ia seconde soit moindre d’une unité qne le 
nombre correspondant de la première. Quel est Je lieu géométrique des points d’in- 
■ tcrsection des droites de jonctions consécutives (J, S), (8, 4) j (8, 4), (4, % etc. î 
' ' •’ 

Prenons pour axes coordonnés les droites elles -mémos AB, 
AC, et supposoiissque AB soil partagée en n parties, représentées 
para, et AC en n parties, représentées par A. 

Soit M un point de division quelconque de la droite AC , et AM=; 
zb , Z étant un coefficient indéterminé , exprimant le nombre de 
divisions contenues dans AM. , . 

• lé point de division correspondant N de la droite AB , d’après 
l’énoncé, sera tel que BN =,( 2 ^— 1 ) a , et par conséquent AN ^ 
AB— BN = «o — (2 — 1) 0-- ' ■! , >! 

La droite de jonclioo des deux points M et N aura donc pour 
équation 


MN 


y -i_ ^ 

' (n — ^ -|- l)a 


— 1= 0. 


( 1 ) 


Soient encore M' le point de division qulsuil immédiatement le 
point M , en allant dans l’ordre naturel des cliifüres , à partir du 
point A , cl N' le point de division qui suit le point N , en allant 
de B vers A i on aura AM',= ( 2 -hl) zzz za^ et 

8 • 
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AN’ nza{n — z); et . par cbn^quent la droite 4& jonction djes 
points M', N', aura pour équation ■' • 

' - ‘ ® 

Il ne restera plus qu’à éliminer z entre les équations (1) et (2). 
pour obtenir l’équation géométrique du lieu demandé. 
Développant les équations (1) et (2) , on obtient, 

afiy — ayz-{- ay-{-bxz — abnz'-^-qbz^ — abzzkd ^ (?) 

any — ayz-\- bx-\- bxz — àbnz -|- air* -j- abz — abn = 0.(4) 
Retranchant ces deux équations l'une de l’autre , 

oy — iar+ <*^ “ 2air = 0; . ■ • i 

. gy — bx + abn - ' 


d’où 


2oi' 


Substituant enfin cette’ valeur dans l’équation (3), par exemple, 
op trouvera, toute réduction faite, ^ 

'cV-2aia’y-l-i*ar*-2fl*i(«+l)y-2(»i*(ii-l-l)ar-fa*i’n(«4-2^)±:0» (Pj 
La relation B*^4AC=0 étant satisfaite, le lieu géométrique 

*^.Si l’on résout l’étpiation par rapport à y, on aura ' • * 

• , J ^ 

' y = - [j? -j- « (w + 1) ] — - P^4a (n -f- 1) ;c + a** ' 

> ' i’ • ' ' >. ‘ 

• X * V* ‘ * r -’l h " 

Le-diamètre DD' , y = ~ [a> -f- a (« + 1)] > . 

est parallèle à la droite AH qui joint le point A et le milieu de 
6C’, et il rencontre la droite AC, axe des y, en un point éont 
Pordonnée est (n-)-i) i- ' . : v ^ '■ : '.y ,v ' 

De plus , la courbe coupe le diamètre en un point dont-l’abr 

’scisse est '■ • ^ •-•••r .. . ' ? 


4(n + iy , ■ ■ 

' * > 

On déterminera facilement ce point, par lequel menant une 
parallèle h "AC , ‘on aura un système de diamètres conjugués de 
la parabole.'' On pourra d’ailleurs déterminer un point' de la 
courbe, soit par la construction directe résultant dè l’énoncé, 
'sojt en faisant <r = 0 ou y = 0 dans réqùaüon'(P)^ 
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On reconnaîtra par ce dernier moyen que la parabole passe 
par les points nb,.(n -j- 2) b, de la droite AC, et na , (w-^- 2 ^ a, 
de la droite AB. 

La connaissance d'un seul point suFtira pour déterminer le 
paramètre du diamètre , et podr achever la construction de la 
courbe par un d^ moyens indiqués précédemment. > 

Désignant AB =: na par p, KC> — nb par q , et remplaçant a 

et b par ^ ; puis faisant n = « , après avoir chassé les déno- 
minateurs , on trouvera l’équation 

— ^pqxy -f q^3!^ 2/>% — ^pq^x + pY = O, (PQ 

équation d’une parabole tangente aux côtés ABj, AC , anx points 
B et C, ce qu’on reconnailra sans difficulté en faisant successi- 
vement a? = 0 et y = 0. 

Plus on fera, (je divisions ^les côtés AB, AC , plus on.s’appro-^ 
chera de celte parabole limite , qu’on ne pourra jamais obtenir 
exactement par une constrnction graphique. 

L’équation P' «donne 

py — qx + pq±ykp^x\ -i , .1'-. ^ 

et, extrayant encore la racine caçrée.des deux membres, -i < 

^ qx -f-PŸ [/'Upq^x. 


Or on sait que toute expression de la forme A i t<^B 
peut se ramener, à la suivante r \/ — ■+■ \/ ^ ~ ^ 

dans la'quelle expression C = b? — B"^. 

Effectuant les calculs , on trouvera 

py — \^ pq ±.\^ qx \ 


d’où l’on tire , en prenant une seule combinaison de signes,; 

i/;+i7î-‘ . + - = *, 1, . 


équation symétrique de la parabole rapportée à ses tangentes 
AB, AC. 

Si ;>= y , l’équation de la parabole devient 


(^Ofdonnées du centre 


J X- 
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121. Le lecteur pourra s’exercer à discijter et à coiisti*uire les 

courbés smvantes , dont nous nous bornerons à faire combattre 
les éléments principaux: . • 

^ 2xy 5^ — 4» — 0, ‘ 

rapportée^à des axes rectangulaires. ’ . - , 

Ellipse /passant par l’origine des axes coordonnés. ^ 
Equation du diamètre conjugué à l’axe des:r : 

y-}-‘ar=0. 

Coordonnées des points de rencontre de la courbe et de ce dia- 
mètre : ■ . . 

' ■ _ a:'=: 0 J. , 4’^— 

/=0; 7» = ~1. ^ _ • •• 

h ' . ■ ' . 

2’ • ■ 

Longueur du preipier diamètre : ^ D = 1^2. 

Longueur de son conjugué : = 

V i- * - , I ' 

Louguêur des axes : . ^ 5 ' ’ 

i. ' * ’ . ^ V ';- S î I /â ^ • 

' Tangentes des angles' des axes avèc la droiteprise pour axe des a? : 

fl.= — (2 +(^S) » . ; 

-a.= (/5 — 2. , 

122. — 2a:,-|-3::=0, 

rapportée à des a'xes rectangulaires. . , 

Hyperbole. ■ r 

Le diamètre 2y + a? 2 = 0 rencontre la. courbe en deux 
poUtts /dont les abscisses sont _ -, ... 

= B (l/ïâ-l), »* = - 

y V ^ ' ' 

et les coordonnées do centre 
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X = 


2 ' ^ 

~ 9 ’ 2 '— 9 * 


Le.diamèlre cdnjugué, parallèle à l’axe des y. 
Asymptotes , — | 

Axe transverse , 


2A=^(i>ro-*i)- '■ . ; 


Tangente de l’angle que cet axe fait avec là droite pri^e pouï* 

. axe des a;,. 

' ■ 0=3 — Kp- • 

i23. + + 2y — 7a?-r 1==0, 

rapportée à des coordctonées rectangùlairœ. ,• 

Diamètre: • ' y = 2x — 1. 

Coordonnées du point de rencontre de la courbe et du diamètre : 

3 ' ' . 

7 * ' ' • 

y' = — 3 . . - 

Le second diamètre est parallèle à l’axe des y , et passe par 
ce point. , * v 

Lquation de la perpendiculaire menée par le point anr 
le premier diamètre : 

— '■ 
^ ï Z' 

Coordonnées des points de rencontre ’,de cette perpendiculaire 
et de la courbe : - ’ 

{ af~ — , j - ' 

^ * 


y*=- 


179 

75 \ 


Coordonnées du point milieu de la partie de li perpendi- 
culaire comprise dans la courbe : 


X S3 


x' + ar* _ 32 


75 


S79 

^ 2 “ 150' 
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*La droite menée par ce point pâranèlement premier dia-- 
mètre est l’axe de la parabole. . 

On cherchera l’équation de cet axe et les coordonnées du 
sommet *,^c’est-à-dife du point de rencontre ‘de l’axe et. dé la 
conrl)C. ' . • . • • • 


124. 5^^ — — 6y4- 2 = 0 , 

• rapportée à des axes quelconques. . 

Un point , dont les coordonnées sont 

• \ ’■ • / . 

• ' V 

k V- V < % 

L’équation projSosée peut être ramenée à la forme 

(y — 2x— _1) 2+(ar— 2 y+l’)^= 0 ,. . 

ce qui exige qu’on ait en même temps 
, y — 2a?^ 1 0 , ‘ 

' ' ' ‘ .a? — 2/4-1 =0.' 

■12»., ' lOy^-f-llai/— 9y— è^-}- 2 = 0 , 
coordonnées quelconques. 

■. Deux droites: 2 y-f 7 3:P-^- 1 = 0, ‘ ' 

■ÿc hy — 1x — 2 = 0. , 

■ 

^ + 24y — 8a: -fr 16 = 

coordonnées quelconques. • . < , 

Une droite ; ^ îy — x-f-4 = 0. > 

127. 16y2 — 9a:3_o. 

Deux droites : * 

' . f ûy 3a: ) = 0 , 

(êy— 3a:)— 0, >' ‘ • ‘ 

formant avec les iixes un faisceau harmonique , dont l’origine 
. est le sommet. ' ’ 


( 2 ) 
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PROBLÈME, 


ü. 


-Mb y 


128. Étant données deux droites faisant entre elles un angle donné A, on place 
de toutes les manières possibles entre ces droites une liçae droite d’une longueur 
constante et donnée l, et l’on pai tage cette ügne dans chaque position particulière 


en deux parties qui soient entre elles dans un rapport donné—. Quel est le lieu 
géométrique des points de division ? 


Les droites dqnnées étant prises pour axes coordonnés , on 
obtiendra , ^ 

n* — 5 2/nw cos Axy-\-tn^^ — ( “ïT"^ 


Discuter l’équation de cette ellipse , qui se change en cercle 
lorsque A = 100®. . * ■ 

PROBLÈME. 


128, Partager un triangle donné ABC par une sécante DE, de manière que 
les deux parties de ce triangle^soient entre elles dans un rapport donné — , et 
qu’elles aient leur centre de gravité sur une même perpendiculaire è la sécante. 


Prenant pour axes coordonnés les côtés AB = a , AC:= Ô, 
et désignant par^a, jS, les distances AD , AE, des points D et E, 
où kl sécante rencontre les côtés .AÇ, AC, on aura pour déter- 
miner ces distances les deux équations 

— {b -|- a cos A ) P (q -(- b cos A ) — 0 , (1) 


(3a = ■ 


m 


ab, 


( 2 ) 


équations de deux hyperboles , dont l’une est rapportée aux 
asymptotes AB, AC. 

Discuter ces équations dans les cas ou A= 100“ , où 4 = a, 

. 200 ® 

et A •= -J- , etc. , etc. / 

ô 




PPOBLÈME. 


150, Trouver le lieu géométrique des points tels , 

•4® Que la somme de leurs distances a deux droites données de position loil con- 
stante et égale à s, 

2° Que la dilTéience des distances soit constante et égale A d , 

8® Que le rectangle des distances soit égal à une surface donnée , 
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• 4* Qae le rapttort des disunoes soit égal à — , 

» V ‘fl 

_ 5: Que la somme des canés'des distances soit égale 4 une surface donnée'n’ , ’ 
fl* Que la diiféreocr des carrés des distances soit éjale à une surface donnée p*. 

Les droitçs données étant prises pour axes coordonnés'^ 9 
étant l’angle de ces droites , et a , ]3, les coordonnées d’an^ point 
quelconque des lieux géométrtqués'demandés , on obtiendra 

1^' ' '' / '^.i34-«= - 

J . sine ’ ^ . . •• . . 

ligne dreite, parallèle à ta bissectrice de' l'angle des droites 

données, et telle que le triangle isocèle intercepté ait pour ses 

deux bautenrs égales la longueur donnée > 


|3 — « = 


d 

sin 


ligne droite , ^rallèle à la bissectrice de l’angte des droites 
données , et telle que les deux hauteurs égales du îriangie iso- 
cëe intercepté soient égales à rf. • ' . ' ' ^ 


■oi_ mr 

aS ~ » 

sin'* 0 , 


hyperbole, ayant pour asymptotes lès droites dbnnées, et pour 


— . mr 

puissance 

sin^ I 


|5 


m 


a n ^ ' 

ligne droite, passant par te point.de concours des droites 
données. > 

« 2 '" . ' ' 




«■* 


'• sin? 0 ’ • 

ellipse; rapportée' atoc droites données comme dianiètpes', 
l’oFigine au point de concours des éhroites j les diamètres conju- 
gués sont égaux. Si 0=100*, l’ellipse se change en circonférence. 


6 * 




sin^0 ' 


hyperbole, ayant pour asymptotes les . bissectrices de l’angle 
des droites et de son supplément. / " 
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. . ■ - problème; 

151. Étant donnés deuï droites AB, AC, et un point I-(fig. 39) situé dans 

îeurplanron mène parce point nnedroUe NI8, qui rencontre les droites AB, AC, 

aux points S et N ; ensuite par le point S une droite SM, faisant avec NÏS 1 angle 
ISM égal à un angle donné, et sur laquelle on prend une longueur SM troisième 

proportionnelle à M et ÎS. ^ j -, 

Cda fait, si l’on ^ •'«"C’e donn^ parcourt la droite 

AB , le côté NIS étant assujetti ù passer constamment par le point 1 , et la longueur 
Siij.à satisfaire constamment à la relation IS^ => NI . SM , le point M décrira une 
courbe, dont il s’agit de déterminer l’équation et l’espèce. 

Par le point I menons 10 parallèle à AC : il est facile de voir 
que le point 0 sera nécessairement un point de la courbe. En 
effet , IN' étant infini , le côté de l’angle donné correspondant à 
SM devra être nul. Prenons donc pour origpnedes coordonnées le 
point 0, pour axe des x la droite AB , l’axe des j/ faisant un angle 
quelconque 9 avec Taxe- ries x , et soit fait AO — a , OD — p y 
H) = i/,OP^a.,'MP=:p, OS = r. 

D’après là construction précédente , la droite AC , parallèle 

à la droite 01 , dont l’équation est y = ? a? , et passant par le 

point dont les coordonnées sont x'= — a, ÿ'~0 , aura pour 
équation 

AC ÿ = ^(x a) -, ^ CO 

‘ t 

^ etdemêmel'on aura pour équations des droites NIS, SM, d’après 
les formules connues, . 


NIS y~q = -^^(.x-p^, 


SM y—p=-‘ 


P 


Z — a 


fx — a). 


( 2 ) 

( 3 ) 


(0 


■* * ' * s. • 

Mettant l'équation (1) sous la forme „ . 

et combinant entre elles les équations (2) et (4) pour en tirer les 
valeurs de (ar — p)t(.y — y), et les substituer dans la formule 

NI = \/ {X —pf + (y — H-, 2 (a; - p) (y — î) cos i , 

« 

on*lrouvera, toute réduction faite , . 





. Nt — ^ \/ (z — py + 2? (z — p) co^ 0‘ 

Ï/6S valeurs de IS et SM s’obtiennent directement : 

V . • ^ 

' IS = (/(« — ql — 2? (* — p) cos e , . ' ' 

r. sm=(/(7 


■ K? -J" “ 2/3 (z — a) cos 6. 


i A. 


Par Conséquent la relation IS^ =NI. SM donne piour, équation 
de condition . . . , \ . • 

, ï^(^i»),'+?^2î(*-p)cÛS0=jKC^a)^+^-2^*-a)cos9. CE) 

'*'*<*■' ^ . . ♦ ■ • n 

■ , II s’agi t d’exprimer maintenant que l’angle des droites NIS, SM, 
est constamment égal à l’angle doiiné S. Or, d’après la formule 
enr coordonnées obliques (23), on devra avoir pour seconde 
équation de condition , . .> . ' ■ 


tang S ; 


( — Ë_ 

\ . Z — g ' ^—pj 


sin S 


1 + -li-, -, - , 


Cette équation se simplifie rapidement si l’on suppose qjie l'angle 
des axes soit égal au supplément de l’aiigle donné. Alors do 
e 200® — S on lire - , • 

tang S = • . 

" , CüS 6 

V • . ^ ■ 1 *v- ■ 

et, Substituant cette Valeur ,\)D obtient, toutq.réduc(ioa faitq,, 


1 + 






•cos 6 = 0, 


(E') 


Il ,ne reste plus qu’à éliminer ? entre les équations (E), (E)', pour 
obtenir l’équation du lieu géométrique demandé. , ' 

Au lieu d’éliminer d’après la méthode générale , qui coudai** 
rait à des calculs et à un résultattrès .compliqués , nous aurons 
recours à l’ariiGce dé calcul suivant. 

L’équation (E') prend la forme ' , . 

P , jz — j?) — 2 y cos 6 ' . 

— a < q\ . ’ ’ 

d’où l’on tire , par une transfomiMién cçnnue , . . ’ . 


• ( 5 ) 
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'(* — 4)2 j52‘‘ ç2 ^ [(2 _ -1 2î COS »]* 

' ■- • 

Développant le second membre , il vient 

fe— py+y^- 2?Çr-;>)cose . 2 ycose[(z— p)-^2?cos0] _ 

( 2 — T ^ ^ 

et , en vertu de la relation ( 5 ) v 
(*_,) 2-^^2 _ Ç 2 >-py + ?^ — 2 ?(z — p)cosQ I 2?cos9 , 
{z^f ~~ *— * 

par conséquent , enfin , 

. (z — 2^ (« — a) cos e (z — g)^ 

■ ■' ( 2 — /7)î 4- î^— 2? (î — ;») COS 0 ~ 9^ 

\ • 

L’équation (E) devient par la substitution de cette valeur • , 

• ’ 

et , extrayant la racine carrée des deux membres | on trouvera 

a« , ' 


Substituant enfin celle valeur dans l’équation^S) , on obtien- 
dra , toute réduction faite , l’cqiialion finale 

(« -g) 0+ 2g cos 6) « +(o- g) = 0 » C^) 


: a« 


2 — 


qui se décompose en deux équations : , 

ov? — (a^Ÿ).(p4" 2g cos 0) « — (a + g^ * l3 = 


(h 


aa?’— (^a — q)Cp-\-^ COS rt) a la — q')^ ^=zQ, if) 
équations de deux paraboles. 

Si du point I comme centre , et d’un rayon égal à ID , on dé- 
crit un arc de cercle qui coupe AB au point E , on aura évidem- 
ment DE = iq cos 0, et par conséquent OE + 29 cos 6 ; et, 
représentant par »• celle longueur , les équations précédentes 
prendront fa forme plus simple . , 

aa^ — (^a-\-q)tx — 'u-\-q)^^=Q, (P) 

rta^ — (a — ^nc-{-(fl — 9)2(3=0. ' ' (?')• 

Résolvant l’équation P par rapport à, « , on obtiendra 


3ignizi t , '.6nolt 


m — 




a=:— ^ r 
la 




Le diainèire o == r est parallèle à l’axe ^es y, et se 
construit facileiitcnt ainsi- qu’il suit : ^ ^ 

Prenez EG, quatrième proportionnelle à AO , OE El, etq>ar 
le point F, milieu de OGj menez, FF' parallèle â OY’. ' 
le diamètre FF' rencontre la parabole en un poiqt dont l’or- 

donnée est S = — 7 - : donc ‘ ' 

Portez, sur FF', FT égale à une troisième proportionnelle entre 
AO et là moitié de OE , et par le point T tiaonant 1TT' parallèle 
à OX , TT' sera la tangente à rcxtrcmlté du.diamètre Iransirer^, 
et la construction de la courbe n’olTrira plus aucune difficulté, 
la seconde équation (P') , résolue par rapport à 6 , donne ' 

2a 2a 




Le diamètre « ■ 


9i 


. 2a 


r se construit ainsi : 


Portez EG de E en G', et par le point. H , milieu de OG*, me- 

. ' r* 

nez HH' parallèle à OY ; prenez ensuite RR = FT et 

menez RR' parallèle àOX : la droite RR' sera la tangente à la 
parabole à l’extrémité 'du diamètre HH'. ' < 

Le lieu géométrique demandé est" donc unev ligne couiiie 
MGTOR , composée de deux portions de paraboles^ les portions 
restantes de ces courbes que l’on volt ponctuées sur la %ufë 
correspondent au supplément de l’angle donné. 

" 138. Nous terminerons cetlë partie très importante de la dis- 
cussion des courbes par un dernier problème , que nous analy- 
serons en* entier. ^ . ‘j . 

problème! • ■ / 

. Par deux pointe doon& E , F (Og. ao) ■ ' mener,' à un même pinot M d'une cir- 
conférence donnée A, deux droites EM, FM, égalemenl indioées sur le ra;on AM 
passant par ce ptâitt, c’est-à-dire telles que l’on" ait' ‘ 

ESD — PMI, ■ ■ . • • 
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L’origine des coordonnées rectangulaires étant au cculrc du 
c*ercie donné , dont l’équation est - , ' 

. . -V f + = ' ■. * 

' ' - , -F- 

les équations des droites seront 


AM ÿ=^ar, 

' et 

EM V- 


= (ar-a), 

p—a. 


• ’ . FM ÿ — a {x — k) 

' p'—a- 

. , D’après la formule connue , ^ 

g -,p) g — (p _ g) I? 


X» ■ ■ 


lang EMI = 


(/> «)«+(Ÿ-|3;p’ 


¥•. . 


t-tzl 

tang FMI -g 9' - a “ (;>'-«') «4 ^ (î'-|S) ^ _ 

. “ P “* . • ' V 

donc ^ ' ' ' ' ' . 

■ ’(?•- P) « - (P - «> P _ (P' g 

* • {/>-g) g+(?“i^)^ rp' — g)g“H(î'— 

Développant , et ayant égard aux facteurs communs , il vient 

(pj-«î)[(p- gX</’'-/*)-Kp’’— “)><?- ^)1+2 “W'>— «Xp’-“)-(î— PX?’— A)]-= o. 

mais on a 

(P— g) +(P’-«) ( 9 -^) — (P9’+P’9) - (P+pV+2«99' 

et ’ 

(p-a) (p’-«) - {q—t^ {q'-f) = (pp’— 7?’)— (H-P')“+(7-|^’)P-(P»-«’); 
En effectuant les multiplications , et observant que g^ -}* 1^* 
= on trouvera • 

(pi-«’)(p?’+p’</)+îa^(p;#-^7--r2(p-f-p’)P+rM9+</’)«==0, , ' 
équation d’une hyberbole équilatère , puisque — 4AC > 0 
et A 4- G = 0 J et de plus la courbe passe par l’origine.. 

Transformations. Prenons pour axe des aria droite AF :alors 
q'—^, et l’équation finale trouvée précédemment devient 

( _ ,2 ) p'q -i-,2appp’ (p 4- p'XP 4- r^qS = 0. (F) 
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Si Ton £aît p = 0 on trouvera successivement 




— ^Oî- d’où' «pO, » = 

' ” ÂM* • ' 

et la courbe passe par. un point B tel ^ que AB = -^=r- ‘ 

Soit fiiit^= pour trouver, le ppint où la courbe coupe là-droite 

AE, on obtiendra Successivement : ’ 

+ + f et V ' • 

D*. ' • a ■. P ■ ' • 


« , on trouvera , toute 


substituant dans l’équation (F^p=- 
iséduction faite, . ,, • < , , 

(tî^ - P*] P'îM;. 2 p"p'î) « - (P 4 - P') Pî + ^P"î = 9 , 

d’où 


_ .. r;pp’y •' _ r^p 

a =; 0 et • a — p,^3 p2p.'î p2-f ï*’ 

**•*• •./ •• ' .4 » 

r? 


etenÛn ; ^ • + r 

donc i’hyberbole coupa la droite AE en un point D., dont les ^ 
coordonnées sont ' ‘ 

•*’?P-- ■' a !fl_ 

• , “ -rpz-j-.îf •’ '^“P^.+ î^^ 

* * .■ ' i |W2 • ■ 

et tel, que , ' ' AD =3 -^. 

. AE ' • . 

Le point milieu G de la droite DB a pour coordonnées 

" L’-O ’■ L = - 

•’ ' , l'f. rl^!i±i!i±^T . .- , 

®“ . .• V b f. + f ■ J ’l j9 ; 0 4- .'1 - •• • , 

• ' _îf [-4^'’ '" •/ 

Z ,a Lp2 -f- «T^J , -i-" 

• . V • • 

Mais l’équation générale des courbes du deuxième degré ‘ 
étant * 
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Ay^ +• -j- ^ + E* + F= 0, 

on a pour coordonnées du centre de la courbe 

aAE-BD ,/ zCD-BE 

, * = 4aC' 

« 

et comparant les équations (F) et (G), on a 
. - . • A = p'7, B = 2/)/)', J 

D = -r^ ip-j-p'), E = »-i7, F = (^; 


(G) 


d’où 




ap-l 

L + 

11 




\ ' 


D’où ibrésulte que ï = a , x = A , et par conséquent le contre 
de nij-perbole est au point C, milieu de BD. 

Si l’on transporte l’origine des axes’reclaqguraire au point C 
centre de laf courlm , l’cquaiion générale devient ^ 

Ay^ + + Gr* + ®> 

équation dans laquelle A , B , C, conservent leur valeur priini 
tive, et F' = F-| . • 


.'i-- 


on aura donc 

'* 

D’ailleurs, si^Fon veut ramener l’jéquation précédente ù la 
forme + N;^ -f- P irO , qui est celle de la courbe rapport'ëe à 
des axes ■rectangulaires, l'origine étant au centre ,■ on sait (68) ■ 
qu’en appelant l l’angle que le nouvel axe des x fait avec l’an- 
cien ÿ on doit avoir , . 

— B 

, .T . . lang al = jiTc : • . .*1% 

A— C V 'V' *' * 

kBH-(A-C)*’ 

-B . 


d'où 




V:; ‘i' 


cos al = 
sin si rt 


- -I . 


y &^+{K-cyy 


’ idVa.f > ff 


D' 


•v-128 — 

* » • * ; C 

et de plus 'M= - (A-^C) + , i ‘ 

N:=^(A+C>1;1/B2 vA-G) , . 

'.U ^ ^ ^ _ 

• J * ' • . ^*"* • 

■ -Pi= F'. ■ 

■ '- •A 

'Or , dans cè cas particulier A + C=0, et A — C = 2p'y ; 
d’où . . , " ■ • ' ■ 

Cf = i^bF^p'^ + + î , 

> . * ^ t ' * 

onc f ' 



M =/)' + » / 

^ 2PP» ' P .; 

“iîl ’ 






La relation I aa'c;: 0 étant satis^ite, il ÿensult que, si l’op 
mène AB (Gç. Aû bis) perpendiculaire à AE , et* qu’on divise 
l’angle RAX* en deux parties égales par la'drôite^ AX",^l^e 
des <r nouvelles , autrement dit l’axe transversfe desl’hvperljole-, 
‘ sera parallèle à AX*, et l’axe non Iransverse parallèle à AY*, per- 
pendiculaire à AX' , elles asymptotes partageront les angles 
X^AY*, X'A y', en deux parties égales. 

Or., puisque X''Af RAF et què-AŸ» est perpendîcniaire 

ù-AX', AY*’ divise l’angle SAR én deux pakies égales. 'Déplus, 
X*AE =: y"AR, oinsi qu’il est facile de Iç voir ,^Seaùse* de 
-RAE «=:' Y*Ay* == 10Ô< : donc X*AE'.r=: Y'AS'e= FAy*, tet pM 
conséquoit la droite qpi partagera l'anglq X"Ay» en deiïjt 
parties égales , se confondra àvèc la droite AV, qui diyise FaUgle 
donné EAF en deux parties égales.. ' 

Par conséquent ' lès asymptotes de l’hyperbole ■ sont deux 
drpitçs passant. par C (Gg. Ad), l’une parallèle, l’autre per- 
pendiculaire, à ia^roile AY, qui partage en deux parties égales 
l’angle dohnAEAV. Connaissant les asymptotes et un point de 
la courbe-, on la construira facilement. ' . 


Digitized by Google 


=: 129 — 

Toqtes les constructions peinent être résumées dans la con- 
struction suivante. 

Sur AE, AF, comme diamètres, décrivez deux demi-cir- 
conférences, qui coupent la circonférence donnée aux points I 
et H, et abaissez les perpendiculaires FD , HB, qui détermine- 
ront les points P et B. Joignez BD, et prenez-en la moitié au point 
C i partagez l’angle EAF en deux parties égales par la droite 
AV, et, par le point C, menez CL parallèle à AV, et CN perpen- 
diculaire à AV. Les droites LCL', NCN', seront les asymptotes 
de l’hyperbole. 

On construira, sans difBculté, autant de points qu’on voudra 
de la courbe, dont on connaît déjà trois points A, B, D, à l’aide 
de la propriété des transversales entre les asymptote^ ' 

'On peut , au surplus, construire la courbe au moyen des axes 
en ramenant son équation à la forme ’ ’ 

My2-f Na?* 4- P = O : 

car, d’après les valeurs de M , N et P, trouvées ci-dessus l’é- 
quation de l’hyperbole rapportée à ses axes est ’ 


W + - 7 ^; ~ + O] y = 0 . 

Si l’on fait , pour abréger, 

p' = A¥ = d', Kp=“-f<7* = AE = rf, ?=i/sinEAF=;rf8in#, 


il vient 


Et si l’on fait de plus 
r* 


^ ~ +4^ sin 9 (</'* - = 0. 




= ^’oii r* = ltdd< , 


on obtient 

62 _2 I Ifdd'smi 


n 


+ = , 






vwii-'i-y»’?’ .. 


\ • 


Iir SECTION. 


PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES ET PARTICÜLIÉRES 
^ ^ ' DES, COURBES DU 2* DEGRÉ , 

Et application* de ees propriété* à la ré*oltitiôn 
de* PROBLEMES de géométrie. 


flJSS. Nous allons maintenant examiner successÎTement les 
popriétés communes aux courbes du deuxième degré , pour en 
faire l’application aux problèmes de géométrie. Dans tout ce 
qui va suivre nous adopterons généralement la même méthode. 
A 1* Recherche des propriétés d’après l’équation la plus gé- 
nérale des courbes du deuxième degré , 

Ay* ^0y ->(- -{- Dy Ear F= 0, (G) 

rapportée à deux axes quelconques, non conjugués. 

2« Recherche de ces propriétés . à l’aide <;le l’équation plus 
particulière , et qui comprend les trois courbes , 

• ~ <p^. . . (P) 

Nous rappellerons une dernière fois à cette occasion que l’é- 
quation (P) est rapportée à un système d’axes conjugués .quel- 
conques, dont l’un est'i&r diamètre transverse, et l’autre la 
tangente à la courbe à l’extrémité de ce diamètre ; que, A et B 
étant les demi-diamètres conjugués de l’ellipse et de l’hyper- 
bole, on a , pour Teilipse , 
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B2 


B» 


/»— A’ </— 


d’où réciproquement 

' 9 q 

qui sont en même temps l’abscisse et l’ordonnée du centre ; 

L’ellipse se change en circonférence si B = A =: R, rayon de 
la circonférence ; et^ = R ,9 = — 1; 


Pour l’hyperbole , , 
d’où ' ^ 


.B"' 


B* 


A V A»», 

A=?,‘ B^^; 

q q ’ 


Pour la parabole , p étant le paramètre du diamètre , 

p = p, 

9 = 0; 

EnGn que, d désignant l’angle des axes conjugués , si l’on veut 
exprimer que la courbe est rapportée à ses axes principaux , ou 
plutôt à son axe transverse et à la tangente au sommet de la cour- 
be , il suffira de supposer 6 =: 100° , ce qui ne changera en rien 
la forme de l’équatioit; mais alors A et B représenteront les 
demi-axes de la courbe. 

3* Recherche des propriétés des courbes du deuxième degré 
pourvues d’un centre , à l’aide de l’équation ^ 

AV-f B*;r'= A»BS (C) 

• • # 

rapportée an centre et à deux diamètres conjugués quelconques 
lA et 2B. 

Pour l’hyperbole, il sufGra de changer B* en — B* dans les ré- 
sultats obtenus pour l’ellipse. 

Au lieu dej’équation (C) on pourra se servir de 

' y* 1 ' fjL\ 

qu'on obtient en divisant tous les termes par A^B^, équation 
plus symétrique , et qui rappelle l’équation de la ligne droite 
rapportée à ses paramètres. ‘ 

ui .!) ■' . ■ 'J .5 > 


Di.: by Gi 


9. 


1Î2 


DES FOYERS 1)ANS LES COURBES DU 2« DEGRÉ. .. 

154. Qn sait que la circonférence d’un cercle est une ligne 
courbe telle , que la distance de chacun de ses points ù un autre 
point pris dans son plan est indépendante d’aucune valeur des 
coordonnées de ce point de la conrbè. Cette propriété du centre 
dans les circonférences conduit tout naturellement à chercher s’il 
n’existerait pas aussi pour quelques unes des courbes du 
deuxième degré quelque propriété analogue^ 
Soientdoncy^2/>j?-f l’équation d’une courbe quelconque 
. du deuxième degré rapportée à deux axes conjugués quelconques, 
l’origine étant sur la courbe, et a, b, les coordonnées d’un point 
quelconque I (Gg. 41) situé dans le plan de cette courbe. 

En désignant par A la distance du point I à un point quelcon- 
que AI (a> , y) de la courbe -, on aura 

.. A = — l^(y — -f- 2 (y — A) Çx — a) cos 0 , 

9 étant l’angle des axes conjugués. Développant la quantité sous 
le radical, et remplaçant y par sa valeur, tiréé de l’équation 
de la courbe , on trouvera ' , .. i. 

, . • , * 

Or cette expression ne peut être indépendante de a? , à moins' 


p — (a + A COS9) =t). • 

La condition (3) fait voir que les axes doivent être rectangu- 
laires ; la condition (1) , que la courbé est une circonférence ; 
1» condition (2), que le point est sur le diamètre ; et enÜn, la 

condition (47 i est au ntilieatltb'diàmèlre.i 

On peut .déjà conduire. qBeTIa oicconfà^nce est la senle; 
courbe du deuxième degré qui jouissé de la Vopriété qtin la 
distance de chacun de scs points à un point détenqiné dé son 
plan est constante. 


qu on n au 




(1) 
( 2 ) 
' CA) 
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15^. Mais on peut se proposer de chercher s’il n’existerait 
pas dans le plan de la courbe un point tel, quc.sa distance à 
un point quelconque de cette coiii;be soit une fonction rationnelle 
, et linéaire de l’abscisse de ce point. 

D'après cet énonce il faut nécessairement que 

4 b — (a:— a^COs9 =0 , ^ (5J 

puisque A ne peut être rationnel sans que le soit aussi. 

Or, la relation (5) devant être satisfaite quel que soit x, il faut 
qu’on ait • " 

, • . ^ i+acose = 0, . .lî^ï 

cos 9 = 0 , 

ou seulement cos 9 = 0,4 = 0, ' '' 

^ . * * • 

Donc le point cherché ne peut se trouver que sur Taxe trans- 
verse principàl de la courbe. 

Substituant ces conditions nouvelles dans l’expression de a , 
on.aura 


A = i + <0 a;* 2 (p — x'-f- t 

et le dcuxièm'e membre de cette égalité ne pourra devenir ra- 
tionnel , à moins que le trinôme ne soit un carré parfait; ce qui 
établit entre les coefHcienis la relation 

û(p — a) 2r=4<l-{- ç)a^; • /*' 


d’où l’on tire 


et 


ou bien 


qa^ 4". 2ap — = 0 , 

__ 1 ^ 14-7 

a~ ^ ■ • • f 

7 

a=’’-{-i±VÏ+^. 


(6) 






Il existe donc sur l’axe principal transversê de la courbe deux 
points généralement qui jouissent de la propriété énoncée ci- 
dessus, c’est-à-dire tels, que la dittance de chacun d’eux à 
vn point quelconque de la courbé est une fonction rationnelle 
et linéaire de P abscisse de ce point de la courie. Ces points 
sont désignés sous le nom de Foyers. 

Si ç = 0 l’équation (6) ne donne qu’une valeur ^ 


184 — 


résolut qn’oa iroaverait encore en mettant la' valeur générale 
de « ;^8 h £ 9 rme de . 


> 


. ,14:KÏ-H’ - 


et , foUant 0, on trouverait pour a|deux valeur^ dont 
l’une infinie et l’autre « =? -. 

Dooela par^bble.n'a qu'un^royer. ' ■ 

186. Si la courbe à un «entre dont farcisse est — ^ 

• ■ V ; 

on a . 

■ ? q 

•deux foyers sont à une é^Ie distance du centre, expri— 
,i|iéeparpg^— ' ... ' 

q 

Or les carrés des demi-axM principaux sont dans ce 


n2 »' 


q..' 


par conséq uent, d ans l’ellipse g •< 0 , la distance focale «sst 
égale à |/ > et, dans l’hyperbole g > 0 , \/' À} B*, 

A et B étant les demi-axes. 

On trouvera donc facilement les foyers'de l’ellipse et de l’hy- 
perbole lorsqu’on connaîtra le centre et les axes principaux. 

L excentricité , c’est-à-dire le rapport de la distance des foyers 
au grand axe ou' à l'axe transverse , sera donc 


- 1; t) «vl r */( 
-I = 'r.ij'iüw 




5 Kl+g- 


q 


. , Il est facile de conclure en iléme temps que le demi-paramètre 
n est autre chose que l’ordonnée du foyer, et que par conséquent 
le paramètre entier est la corde passant par le foyer perpendi- 
culairement à I axe-. £n effet, si l’on faites a dans l’équaiiou 
de la courbe, on aura , à cause de l’équation (^6) , 

d’oùyr=:±;j». * ^ 
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157. Extrayant la racine carrée de la quantité sous le ra- 
dical (135), on trouvera 

A = ± k^l-1- V ± u)f 

Si l’on substitue, dans cette valeur de a, la valeur de a trouvée 
précédemment , on obtiendra , toute réduction faite , en dési- 
gnant généralement par p la longuéur du rayon vecteur cor- 
respondant à une abscisse quelconque x , 


,=±[,Vi+7±(-5±Ei^)]- 


Si q est positif, comme la valeur de p, longueur absolue, doit 
être nécessairement positive en supposant x positif , on ne peut 
admettre que les deux valeurs » v . 


p.=(.+E)t^-,+-;= 


(i’où' l’on tire p, — p. = 2 


Et si q est pégatif, on a les deux seules valeurs admissibles 




Jli 


I 

- q 




. joa 
■mO 


d’où 


/. + p'. = -2f 


• “r 


Ce qui. démontre que 


Dans l'ellipse, la somme des rayons vecteurs menés des deux foyers à un point 
quelconque de la courbe est constante et égale au grand axe. 


Et 


Dans l’hyperbole, la différence des rayons vecteurs est constante et égale à l’ase 
principal transverse. 


Dans le cas de la parabole 7=0 , la valeur de A donne 




i H 


p ' 

Si donc on mène à une distance de l’origine exprimée^par — -j /_ ^ 


vr 
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ui»e droite perpendiculaire à l'axe.de îa paille, la distance 
d un pMnt quelconque de la courbe au foyer sera épale à la di- 
stance de ce même point à la droite ainsi déterminé^ 

'• ..... THJÉORÈ^I^ ■ ?. . . •• 

^dirtance du foyer au somuiet de la parabole Wt égalé au quart du para^ 

* ■ . . y : 

IM. Ijt distance du , foyer le plus rapproché du soohnel , 

origine des coordonnées, étant 




la distance de ce méfoe foyer à l’autre sommet de la'courbe sera ' 

q q — ^Kl+qî 

trou oa' = — - = ie carré du demi petit ate du du demi-axe 
nop transverse. . » ‘ . 

On i^t donc aussi définir les foyers' de l’ellipse et de l’hyper- 
bole eb disant que ce sont deux points de l’axe transverse prin- 
cipai^ls , que le produit de leurs distances aux sommets de la 
courbe est égal au carré de l’autre demi^axej ce qui fournit en- 
core uamoyen facile de déterminerJes foyers par une troisième 
proportionnelle. < 

A ■ 

1" Remarque. Comme exercice de calcul , le lecteur pourra 
appliquer cette méthode aux équations 

.. : A2jî-f-B?a^==A2B^ . .V- ■ 

ellipse , rapportéeà son centre et à ses axes; " ' ' ' ' 

% . . AV-B*à^ = -A*BS ■ ./ ' 

Hyperbole, rapportée à son centre et à ses axes ; ■ 

’ y* = 2/1», , ... . . 

parabole, rapportée à sou sommet et à son axe. 

abysses des foyers seront exprimées plus simplement par 
les formules suivantes : 




:c,pour l'èllipse; 


» \ 
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^ a = ±. k'A*+B'" = e, pour Phyperbole I 
a =-, pour la parabole.’* ' 




Et les rayons vecteurs menés des foyers à un même point de 
la courbe ; " 

ex 

Ellipse , ” V 

rayon vecteur du (bÿer positif ; 

_ A 11 

I '*•” ^T“X ’ 

rayon vecteur du foyer négatif. 

, Hyperbole, = — A^, . 

rayon vecteur du foyer positif; " * • 

rayon vecteur du foyer négatif. 

On prendra les signes supérieurs si x est positif, et les signes 
inférieurs si x est négatif. 


x-l.^ 

2 » 


J;' • 

^ r- ■Nh / ' 


Parabole , p 

rayon vecteur unique. 

De là ou conclut directement 

P. + ft^SA, ellipse; 

... , P. — />,= 2A, 

ou L P, — p,= 2A, hyperbole. -j 

On démontrera facilement que, pour un point quelconque 
extérieur à l’ellipse , D et D' étant les distances de ce point aux* 
foyers, on a . 

D + D'>2A; 

si le point est sur la courbe, D-f-D’=2A; ” 

s’il est intérieur, ~ D-f-D'<2A. 

Pour l’hyperbole, si le point est extérieur, D — D'> 2 A; 

• • si le point est sur la courbe, D — D’=“2A; 

si le point est intérieur, D — D'<2.A. 
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Poür la parabole, éa appelant D la distance d’un point qael- 
conque ^ la droite perpendiculaire à Taxe*, à une distance égale 
à celle du foyer au sommet de 'la courbe, et D' la distance du 
même point au foyer, • ^ 

si le point est extérieur, r D'<D'; ' ^ . 

Si le point est sur la courbe , D = D'; 
si le point est intérieur, ' 

2* Remarque. L’équation de l’ellipse rapportée à son grand 
axe, -à son sommet négatif, étant 

, 'V! ■ 

la distance du foyer correspondant à ce sommet sera > • 

, ^ A — |/F"'rF. •' ’ 

■Représentant cette distance par - on aura , 

. 2^- 

d’où l’on tire B^ = A/> — -p^} 

4 t • . 

et par la sùbstitution de cette valeur dans l’équation de, l’elltpse, 
on obtiendra,-toute réductrdn faite, 

/ ^ ■ 2A 4A-* ■ 

Si, dans celte équation , on donne à' A des valeurs croissantes, 
P restant toujours le méme^ on aura une suite d’ellipses dont les 
gratads axes seront de plus en plus grands , mais dont le sommet 
et le foyer conserveront la même position et enfin , en suppo- 
•sant 2A = » , on retrouve l’équation de la parabole 

y*3=2/Mf. 

On peut donc dire que , . = . , 

La parabole est une ellipse dont le graild axe est infini, oa,cedui rerient'ao 
même, dont le centre est à une distance infinie du sommet. 

Ce qu’on aurait pu prévoir d’après les coordonnées générales 
du centre dans les courbes du 2* degré, lesl^uelles coordonnées 
deviennent infinies pour la parabole. 


139. La propriété des rayons vecteurs pour rellip$e et pour 
l’hyperbole permet de défîpir ces deux courbes d’une manière 
plus précise, ainsi qu’il suit : 

L'ellipse est une li^e courbe, lieu géométrique de tous les points tels, que la 
somme de leurs distances, à deux points donnés est constante^ 

L’hyperbole est une ligne courbe, lieu géométrique de tous les points tels, que 
la dilTéreoce de leurs distances é deux points donnés est constante. 

Connaissant la somme on la différence des rayons vecteurs, 
et la position des deux points , on calculera sans peine l’équa* 
tion de la courbe , ou bien on la construira pap points. 

Quant à la parabole, on peut la détinir 

Une ligne courbe, lieu géométrique de tous les points teb, que les distances de 
chacun d’eux li un point donné et à une droite donnée soient constamment égales. 

Ce qui donne aium le moyen, soit de trouver l’équation de'la 
courbe , soit de lâ^onstruire par points , lorsqu’on connaît la 
position de la droite et du point donné. 

Âu surplus , celte déiiuitiou de la parabole peut être comprise 
' dans une définition générale pour les trois courbes, ainsi qu’on 
le verra bientôt. ' • , 

• ' 

. " ■ Applications. 

’ f 

• • PROBLEME. 

140. Etant donnés le centretitles axes de l’ellipse, trouver les foyers et con 
strulre la courbe. 

AA',BB'(lig.42)jéiant les axes, de l’exirémité B du^petit axe, 
comme centre , et d’un rayon OA égal au demi grand axe, dé- 
crivez un arc de cercle, qui coupera le grand axe en deux points 
F et P ces points sont les foyers. 

En effet , OF = OF' = Ka^-B^- 

Connaissant les foyers, on obtiendra autant de points qu’on 
voudra de l’ellipse de la manière suivante. 

Sur le grand axe .\A' prenez un point quelconque N; ensuite 
du point F, comme centre , et d!un rayon égal à AN, décrivez un 
, arc de cercle indéfini MIM' ; du point F' comme centre , et d’uu 
rtiyon égal à A'N, décrivez pareillement un arc de cercle indéfini, 
qui rencontrera le premier en deux points, généralement , Met 
M': ces deux points appartiennent à la courbe. , 

En effet, FM -f F'M = AN + A'N = 2A. ■ 
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Seconde manière. On peut encore délernikier les foyers 
d’une autre aianièrc, ainsi qu’il suit: ‘ 

Sur le grand axe AA', comme diamètre, décrivez une demi- 
circonférence , et par l’exlrémilé B du petit axe menez CB'C, 
parallèle à AA'; enfin, par les points C et C' abaissez sur AA' 
les perpendiculaires CF, C'F', qui détermineront les foyers. 

PROBLÈME. 

141, Étant donnésies foyers et le grand axe de réllipse, construire la courbe 
par un mouvement continu , 1* sur le terrain, 2° sur le papier. 

1® Aux foyers F,, F' (fig. 42), plantez deux 'jalons ou piquets ; 
prenez une corde d’une longueur égale au grand axe, et après 
en avoir assujetti fortement les bouts aux deux piquets, à l’aide 
d un troisième piquet mobile le long de celte corde, ^toujours 
tendue aussi parallèlement que possible au terrain , décrivez la 
courbe. 

2® Sur le papner , on pourra employer deux épingles pour 
remplacer les piquets des foyers, et un crayon ou une plume 
pour remplacer le troisième piquet mobile. 

; , • V PROBLÈME. 

donnés le cetrtre et les axes de l’hyperbole, déterminer les foyers 
et construire la courbe. 

A I extrémité de l’axe transverse A'A 43) élevez une per- 
pendiculaire AC égale au demi-axe non iransverse; ensuite du 
centre O de la courbe , et d’un rayon égal à OC , décrivez un arc 
de cercle , qui coupera l’axe iransverse en deux points F et F' , 

• foyers cherchés. 

En effet, OF = OC = Ka^ + B'. 

Pour obtenir autant de points qu’on voudra de la courbe , pre- 
nez sur 1 axe transverse un point quelconque N; du point F com- 
me centre, et d’un rayon égal 4 A'N, ensuite du point F comme 
centre, et d’un rayon égal à AN, décrivez deux arcs de cercle, 
qui se couperont généralement en deux points M et ftP. Ces 
deux points appartiennent à la courbe. En effet 
^ F'M-FM=A'N — AN'=:AA'=2A. 

PROBLÈME. 

^45. Connaissant les foyers de l'hyperbole et la longueur de l’axe Iraniserse , 
décrire la courbe par un mouvement continu. 
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Fixez au foyer F' (fig. 43) une règle F'M, qui puisse tourner 
autour de ce point; attachez au point M et à l’autre foyer F un 
(il MF d’une longueur'tellè, que F’M— FM soit égal à l’axe trans- 
verse donné; puis faites glisser une pointe (plume ou crayon) le 
long de la règle de manière qu’une portion du fil soit toujours 
fotcée de s’y appliquer, la pointe, par ce mouvement, décrit 
une portion de l’hyperbole. 

N PROBLÈME. ^ 

144. Élàut donn^ les foyers et la longueur du grand axe de l'etlipse, ou de 
Taxertransverse de l'hyperbole, trouver l’équation de ta ccürbe. 

Autrement dit : 

Tiouver l'équation de la courbe telle, que la somme ou la diiférence des distan- 
ces de chacun de ses points à deux points donnés soit constamment ^le à une 
longueur donnée 2A. _ : “ 

F,F', (/îÿ. 44) étant les deux points donnés , on prendra pour 
axe des x la droite FF', et pour axe des y la perpendiculaire QY 
élevée au milieu de la dislauceFF', que l’on fera égale à le. 

Soit M.(af=ÜP, .MP) un point de la courbe cherchée : on 
devra avoir, d'après l’énoncé , 

,, !• F'M-fFM = 2A, ■ 

2» F'M — FM=2A; 

de sorte que, z étant, une indéterminée, on pourra représenter 
!• F'M par A r, et FM par A — i 
. 2» F'M par z-\-\, et FM par ? — A. , 

t • 

!• Les triangles rectangles F'MP, FMP, donnent 

équations entre lesquelles il s’agit d’éliminer z, ' 

En retranchant^ la deuxième de la première, tirant la valeur 
de Z, et substituant cette valeur dans l’une ou l'autre des éqtia- 
tions , on trouvera , toute réduction faite, 

AV-f(A^-o2)^=Aî(A2-«2). . . 

D’après l'énoncé, F'M -f- FM > FP : donc 2A > 2c, et A’ i-<r* 
est i:ne quantité posii’ivei Faisant dotic 


. ' , A* — ■. 

on trouvera ’ . 

La courbe est donc une ellipse, rapportée à son centre et à se» 

axes ' • • - . ^ 

„ 2A et 2p^A* 

2* Dans le second cas , on aura les équations 
+ 0*^ + «)* = 0*,+ A)*, 

, , . V ^ ;y=*+f* — c)^=(2— Ay, • ' 

d'où Pon tirera i [par une élimination semblable { et on obtien- 
dra l'équation finale . 

. AV — (c* — A2)a^s±-A2(<s2_A*), 

• t ' 

équation ■ d’un* hyperbole dont l’axe transverse est 2À , et l’axe 

non transverse 2 l/e* — A*. 

■ . , ■ \ ■ * :■ ■ 

PROBLÈME.. 

143. £(unt donné le paramètre-de la parabole» tronver |e foyer et construire 
iacoarfae. 1 ^ ^ 

' f “ ' f* ' 

Soit AX l’axe de la parabole, A le 'sommet, et AL, le paramè- 
tre (fiff. 45); prenez AH=AF=1 /4 AL, et le point F sera le foyer. 
P^ur avoir autant de points qu’on voudra de la parabole , par 
un point quelconque N , pris sur l’axe, <m élèvera 'la perpendi'* 
culaire NÂl ; ensuite, du point F comme centre, et d’un rayon é-^ 
gai à HN , on décrira un arc de cercle, qui coupera NM en denx 
' points M, M' , lesquels appartiendront à la parabole. En effet, 

FM = HN = MQ. 

. ^ • PROBLÈME. 

146. Connaissant le paramètre, et par conséquent lé foyer de la parabole, 
construire la courbe par un mouTcmentoontinu. . 

; • ' > I 

Prenez AH = AF 1/4 AL, paramètre donné, et élevez la pei^ 
pendiculaire HH'; placez contre la droite HH une équerre mo;- 
bile EQR ; prenez un fil d’une longueur égale: à QR, attachez 
une de ses extrémité en R et l’autre au foyer F ; tendez alors ce* 
fi| au moyen d’une pointe ({dume on crayon) appliquée contre 
QR, et faites gli^er l’équerre le. Iqi^ de HH' ;..la pointe décrira 
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la parabole. £n elTet , on aura toujours FM -|- MR=QM -|- MB, 
et par conséquent FM = QM . 


DES DIRECTRICES DANS LES COURBES DU 2« DEGRE. « 


147. On a trouvé pour la valeur générale du rayon vecteur 
P =‘x i-\-q + a, 

en désignant par a l’abscisse générale des foyers ; ^ 


d’où 


Si l’on construit la droite LL' {fig. 46) perpendiculaire à l’axe 
à une distance do sommet expripiée par 

a 


la distance d’un point de la courbe^ à cette droite serai représen- 
tée par r -« 

J ® •’ I 


et par conséquent 


“ A' -tV 


donc ce rapport est constant , et Ton peut dire généralement 
que 




Les trois courbes sont les lieux géométriques des points tels , que le rapport des 
distances de chacun de ces points hunpointetà une droite donnés est constamment 
le'méme. . ^ 

• Si Ÿ <0, le rapport est <1. , < 

Si ç> 0, le rapport est > 1. » - 

Si 9 =^ 0 , le rapport est = 1. '■ *• 


De lù viennent les dénominations des courbes elles-mêmes : 
ellipse courbe par défaut; hyperbole , par excès; parabole , par 


égalité. 


148. Il s’agit maintenant de déterminer à la fois la position de 
cette droite, et le rapport des disiancea de chaque point de là 
courbe au point et à la droite donnés. ^ '< 
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Or on a trouvé pour la clistance du centre au foyer 


V- 

H. 


CF 


■c.= 




- A 


distance OL de la droite à l’origine étant 


h 


sa distance au centre sera 










; CL=^+ 




P 

? 


I 


donc CF . CL = ^ = le carré du demj-axe transvebe. 

'A- ^ . 

Quant au rapport, . ' • . 

on a (136) KîhR = -, -V. 

> , 

c'est-à-dire qu’il est égal à l'excentricité. 

La droite LL' a reçu le nom de directrice. 

Pour la parabole , la directrice est située à une distance da 
sommet égale au quart du paramètre, c’est-à'ÿlire à la demi-or- 
donnée du foyer, ou à la distance du foyer au sommet (145). ' 

149. Connaissant donc le centre et les axes, ou la position 
des deux foyers et le grand axe, on pourra se servir de la pro- 
priété de la directrice et du foyer pour construire la coqrbepar 
points. 

Il est d’ailleurs évident qu’il suffit de connaître un foyer, la 
directrice correspondante et le rapport des distances, ou simple- 
ment la position du sommet de la courbe, pour la construire. 
Si lanourbe est une parabole , la détermination du foyer et de 
la directrice suffisent , ainsi qu’on la vu (146). 

Dans l’analyse précédente , on n’a considéré qu’un des foyers ; 
mais le même raisonnement s’appliquant exactement à l’autre 
foyer, on en conclut que l’ellipse et l’hyperbole ont deux direc- 
trices situées symétriquement par rapport au centre de la cour- 
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be , hors de la courbe dans l’ellipse , entre les deux brandies 
dans l’hypèrbole. 

An reste , la symétrie de la courbe faisait prévoir ce résultat, 
et il suffit d’une seule directrice pour construire la courbe. 

Nous laisserons au lecteur le soin de résoudre le problème 
inverse : 

PROBLÈME. . . 

Tronver le lien géométrique des poiiits tds, que le rapport des distances de dia- 
cun de ces points S un point O. à une droite donnés soit constamment égal à un 
rapport donné. 

180. Réciproquement, connaissant la position d’un foyer, de 
la directrice correspondante et du sommet situé entre le foyer et 
la directrice , ou autrement dit le rapport constant dès distan- 
ces de chaque point de la courbe au point et à la droite donnés, 
on trouvera sans difficulté les axes et le centre s’il y a lieu. 

En effet, A et B étant les axes, on aura , pour les déterminer , 
les relations 

LC.FC = A^ 

~TÂ — =*•> 

OF 

rapport donné , ou égal à si le point 0 est donné; 

ou • (LF + FC)FC=A^ 

Et désignant LF,«qui est connu, par d, 

f/ Ai — (d -f — B*) = A» , 

k'A» — B* 

.. Â =*•'• 

d’où l’on tirera par un calcul très simple 



B = r«i(/l±I'. 
V i_r 


181. Comme application 'de ‘cette théqrie , nous résoudrons 
quelques problèmes qui ont rapport au contact des cercles. 

10 
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PROBLÈME. 


tean i doniiéi le* feyew d’une court» du 2* degré donnée d’espèce et une droite, 
trouver le* points d’intersection de la droite et de Ip courbe sans qu^ soit néœs- 
spire de construire cette courbe. 


Les foyers étant donnés ainsi que l’espèce de la courbe , il se- 
ra facile, d’après ce qui précède, de déterminer la directrice. 

Soient dette F un des foyers donnés, LL' la directrice corres- 
pondante , et LG la droite donnée {fig. 47). 

Si M est un point d’intersection de la droite et de la conriie, 
on aura , en appelant r le rapport des distances , 



et, si désigne par « l’angle de la droite donnée et de la direc- 
trice, on aura 

■ ■ - 

1. . 1. I MF 

d ou I on conclut -rrr = f sia «, 

ML 


Donc le point M est tel, que le rapport de ses distances aux deux 
points donnés F et L est constant et donné ; ce point se trouve 
donc sur une circonférence dont le diamètre II' est situé sur LF, 
et tel , que les distances de ses deux extrémités I et 1' aux points 
E et L sont dans le rapport donné r sin a. L’intersection de la 
droite et de la circonférence déterminera les |fbiuts cherchés. 

Quant à ce rapport , exprimé par deux nombres r et sin a , 
il sera facile de le déterminer par le rapport des produits des 
deux lignes : il suftira.de chercher le sommet correspondant A 
de la conrbe sur la perpendiculaire FD , axe transverse de la 
courbe. Alors • 


et 

AF 

AD~^’ 

ED 

EL = “ ? 


donc 

AF . ED 

^•"‘“““ad.el* 



Le problème aura donc généralement deux solutions ou une 


( 
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seule , et pourra même être impossible, selon là position de la 
droite donnée et des foyers. • 

PROBLÈME. 

1S2* Étant donnés les éléments de deux courbes du 2* degré ayant un même 
foyer, déterminer les points communs de ces courbes sans qu'il soit nécessaire de 
les construire. ' - . 


Soient F le foyer commun (fig. 48), LL', LL*, les directrices 
correspondantes dans chacune des deux courbes , et M un des 
points d'intersection de ces courbes ; on aura , d’après la na- 
ture de chacune d’elles , 

. MF 

^ ■ . ■ 


d’où 


MQ 

MF' 


T 


Le rapport ^ est donc déterminé , et tous les points tels 


que M se trouvent sur deux droites passant par le point d’inter- 
section L des directrices. 

Donc si l'on connail les éléments des deux courbes du deuxième 
degré , on pourra obtenir les points communs de ces denx 
•courbes par l'intersection de ^chacune des droites précédentes 
avec l'une quelconque des courbes proposées. Le problème 
pourra avoir 4, 3, 2, 1 ou 0 solutions. ' . . 


PROBLÈME. 

ISS. Trois courbes du 2* degré étant données eonfbcales deux k deux, trou- 
ver, s'il y a Ben, les points communs b ces trois courbes sans les décrire. . 

l 

Ce problème n’est qu’une application du problème qui pré- 
cède ; on en trouvera facilement la solution par une construc- 
tion parfaitement semblable à la précédente. 

Il est facile de voir que les trois courbes ne peuvent avoir 
plus de quatre points communs. 

154. Il nous reste à démontrer encore une autre propriété 
remartiuable de la directrice, et qui consiste en ce que, 

10 . 
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THÉORÈME. 

Si d'un point quelconque O de la direetrice LL’ d’une courbe du 2* degré on 
mène une sécante ONM et la droite du foyer OF (6g. iS), cette droite partage en 
deux parties égales l'angle NFM on l’angle NFS, formé par l'un des rayons 
vecteurs FN et le prolongement FS de l’autre rayon vecteur FM. 

En effet si l’on mène à la directrice les perpendiculaires NQ, 
MP , d’après la propriété de la directrice et du foyer, on aura 
la relation 

, W_NQ 
MF~MPî 

et, à cause des parallèles NQ, MP, 

' nf. on ' 

» MF'“OM‘ 

Le rapport des distances du point O aux extrémités de la base 
NM étant égal au rapport des cétés de l’angle , il s’ensuit que 
OF divise l’angle du sommet ou son supplément en deux parties 
égales. 

Connaissant trois points de la courbe et le foyer , on pourra 
donc déterminer la directrice correspondante, et par conséquent 
la courbe sera déterminée. , 

Applications. 

PROBLÈME. 

llSâ. Étant donnés le centre et les axes de l'd6pse, connruire la directrice de* 
diaque foyer. 

Déterminez d’abord les foyers F, F' (6g. 50) ; au point F, éle- 
vez la perpendiculmre FM ; du point O, centre de la courbe, et 
d’un rayon égal à OA , demi grand axe , décrivez l’arc de cercle 
AM; joignez OM, et menez, perpendiculairement à OM, ML, qui 
rencontre le grand axe an point L : la perpendiculaire LD sera 
la directrice du foyer F , et à une distance OL' z= OL; élevant 
la perpendiculaire L'D', on aura la directrice du foyer F'. < 

Il est évident qu’il suffirait de connaître la distance des foyers 
et le grand axe. *‘- 

PROBLÈME. 

156. Étaol donnés te centre et les axes de l’byperbole, on seulement les foyers 

et l'axe transversc, trobver la directrice. '' 

' > 

Dans le premier cas, déterminez d’abord les foyers F, P 
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(Gg. 51); sur OF décrivez une demi-circonférence ; au point O 
élevez la perpendiculaire OH; prenez OH = OA, et du point 
II menez HD parallèle à OÂ; enGn par le point d’intersection D 
abaissez la perpendiculaire DL, qui sera la directrice du foyer F. 

L'D', perpendiculaire à OÂ, à une distance OL' = OL, sera la 
directrice du foyer F'. 

PROBLÈME. 

1H7. Quel est le lieu géométrique des centres de tout les cercles tangents à la 
fois à deux cercles donnés ? 

Les cercles peuvent être tangents extérieurement à la fois aux 
deux cercles donnés , ou tangents extérieurement à l’un et inté- 
rienrement à l’autre ; ou, enlin, tangents à la fois intérieurement. 

Dans le premier cas M étant un des centres demandés (Gg. 52} , 
O, Ô', Jes centres des cercles donnés ; r, r*, les rayons donnés , 
et P le rayon inconnu , on aura , d’après k théorie du contact 
des cercles , * 

OM = /.-l-r, 

0'M=p-|-r'; 
d’où • OM — O’M = r — r*. 

La différence des distances du point M aux points O et O' 
étant constante et égale à la différence des rayons , le lien géo- 
métrique demandé est une hyperbole dont les foyers sont O , 
et 0', et l’axe transverse r — r' , différence des rayons donnés. 

Dans le second cas, on aura (Gg. 58) , 

OM = p-fr, 

O'M — P — r* ; 
d’où OM — 0'M= r-f- r*. 

Le lien géométrique est encore une hyperbole dont les centres 
des cercles donnés sont les foyers et l’axe transverse égal à la 
somme des rayons donnés. 

Troisième cas. EnGn on aura pour le troisième cas (Gg. 54) , 
OM — O'M = r — ri, 

même hyperbole que dans le premier cas. 

Connaissant les foyers et l’axe transverse , on construira fa- 
cilement les directrices d’après le problème du n* 156. Nous 
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engageons le lecteur à faire l’épure de ce problème ainsi que 
des suivants. ' . ' 

‘ PROBLÈME. 

itS8. Décrire un cercle tangent à trois cercles donnés. 

Soient O,, O., O,; r,, r. , r,, les centres et les rayons des 
cercles donnes. 

Le centre du cerde qui les touche tous les trois sera à l’inter- 
section de deux hypcrtioles , ayant pour foyers O, , O, et O, , Oj , 
ou 0„ O. et O., O, ; par conséquent dans les deux cas ces courbes 
ont un foyer commun. On cherchera donc leurs points d’inter- 
section (153) , qui seront les centres des cercles demandés. 

PROBLÈME. 

139 . Quel est le lieu géométrique des centres de tous les cercles tangents & U 
fois à une droite donnée et à un cerde donné? 

Premier cas. Si les cercles touchent lyttérienrement le cercle 
donné, M (lig. 53) étant le centre d’un de ces cercles, et CD une 
droite parallèle à la droite donnée ÂB, à une distance PH 
= r, rayon du cercle donné, ou devra avoir 

OM = MH, 

et par conséquent le point M est sur une parabole dont O est 
le foyer et la directrice est CD. 

Deuxième cas. Si les cercles sont tangents intérieurement, le 
résultat est le même ; seulement la directrice est une parallèle , 
symétrique à la précédente par rapport à la droite donnée AB 
(lig- 5G;. 

PROBLÈME. 

160. Décrire un cerde tangent à deux cerdes donnés et 5 une droite donnée. 

Le centre du cercle devra se trouver sur deùx courbes du 
deuxième degré , parabole et hyperbole , ayant un même foyer. 

On cherchera les iniei’seclions de ces deux courbes (156). 

‘ c 

PROBLÈME. ' 

161 . Décrire un cercle tangent 5 deux droites données et à uq cercie donné. 

Ou ramènera facilement la sululiuu de ce problème à l’inter- 
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section de deux paraboles déterminées d’espèce , on plus sim- 
plement à l’intersection d’une droite déterminée et d’une pa- 
rabole. 

16S. On résoudra facilement les problèmes suivants , dont 
nous ne ferons qu’indiquer les solutions. 

PROBLEME. 

Quel est le Heu géométrique des centres de tous les cérélés Ungéfits à un œrâe 
donné et passant par un point donné ? 

Hyperbole , dont les foyers sont le centre du cercle donné et 
le point donné, et dont l’axe transverse est égal au rayon donné. 

PROBLEME. 

Déerire un cercle passant par deux points donnés et tangent à un cercle donné. 

Les centres des cercles demandés sont donnés par ritttefSectioB 
d’une hyperbole et d’une droite. 

PROBLEME. 

Décrire un cercle tangent & deux cerdes donnés et passant par nn point donné. 
Intersection de deux hyperboles confocales. 

> ' ’ 

PROBLÈME. ' ' 

' Décrire nn cercle passant par un point dotmé et tangent à la Tob i une droite ' 
et à un cercle donnés. 

Intersection d’une parabole et d’une hyperbole confocales. 

Nous laissons de même au lectetir le soin de chercher par la 
même méthode la solution des problèmes suivants. 

PROBLEME. 

Quel est le lieu géométrique des centres de tous les cercles tangents à une droite 
donnée et passant par un point donné > 

Une parabole. 

• PROBIÆME. 

Décrire nn cercle passant i* par deux points donnés et tangent k une droite 
donnée; 3* par un point donné et tangent à deux droites données. 

Intersection de paraboles déterminées, ou do paraboles et 
de droi^ faciles à construire. i 
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163. Étant donnés un foy» d’une courbe du S* degré et trois points de la 
eonrfae, détenniner ta direction et la grandeur du grand axe, et par suite le second 
loyer (fig. 57). , 

F et Â, B, G (iig. 57), étant le foyer et les points donnés , soit 
IL la directrice inconnue. Si des points A , B, C , on abaisse les 
perpendiculaires AH , BK. , GM ; qu’on mène AF, BF , GF ; enfin 
qu’on joigne les points donnés par les droites BA , CB , qui ren- 
contrent la directrice aux points I et L ; 

D’après la propriété de la directrice (147) , dn aura , en dési- 

w». 

gnant par — le rapport constant, 

AF_BF_CF _m 
AH~ BK“ CM — n ’ 

d’on l’on tire 

BK _ BF 
AH — AF ’ 

CM_CF 

BT^BF' 

Mais les triangles semblables AIH, ABK, et LBK, LCM , donnent 
le« relations 

BK __ U 
Â1 “ AI ’ 

CM_^ 

bk^lb' . 

on aura par conséquent , en comparant ces proportions , 

BF ' 

AF *" AI ' 

CF _ lÆ . 

BF ~ LB‘ 

Les points I et L seront donc déterminés par ces deux dernières 
proportions. 

La droite IL sera donc déteribinée, et par suite la direction 
de l’axe transverse FG. 

Ensuite on partagera la distance GF en deux parties , dans le 
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rapport — , et les points de division S et S' seront les sommets 
de la courbe. 

Si m < n , la courbe sera une ellipse , et les deux points S 
et S' seront du même côté de la directrice. 

Si m > n, la courbe sera une hyperbole , et les points S et S' 
seront d’un cdté différent de la directrice. 

Si m = n , la courbe est une parabole , et le sommet est au 
milieu de GF. , 

Seconda manière. On pourra encore , en se servant de la 
propriété démontrée n" 154^ trouver la directrice de la manière 
suivante : 

Après avoir joint CB et BA par des droites indéfinies , on mè- 
nera AF et les droites indéfinies BFB' , CFC'; puis on partagera 
les angles AFB' , BFC', en deux parties égales par les droites 
FI, FL, qui détermineront par leur rencontre avec BA et CB 
deux points I et L de la directrice. 

Le reste de la construction s’achèvera comme précédëmment. 

PROBLÈME. 

Circonscrire à nn triangle donné une ellipse dont l’un des foyers soit an centre 
de gravité du triangle. 

La solution ne présentera aucune difGculté d'après le problè- 
me précédent. Nous laissons au lecteur le soin de faire les con- 
structions. 

DES DIAMÈTRES DES COURBES DU 2* DEGRÉ. 

164 . On appelle diamètre d’une courbe toute ligne qui 
partage en deux partie» égale» un »y»tème de corde» paral- 
lèle». 

Les diamètres d’une courbe peuvent être des lignes droites ou 
courbes; mais dans les lignes du deuxième degré , tous les dia- 
mètres sont rectilignes ; ce qu’on peut démontrer directement 
ainsi qu’il suit : 

PROBLÈME. 

Étant donnée une courbe quelconque du S* degré, trouver le lieu géométrique 
des points milieux d’un système quelconque de cordes parallèles entre elles. 

Soit l’équation générale des courbes du deuxième d^ré 

A>^ -|- Bify-|-GiF2 -|-Dy_j-E<c-f-F = 0 , (1 
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les axes étant quelconques et l’origine en un point quelconque 
de leur plan. 

L’équation d’une sécante quelconque sera de la forme 

jr=:ax-{-b ^ J (2) 

et l’on obtiendra les coordonnées des points cominnos de cette 
sécante et de la courbe en combinant entre elles les équations 
(l)et(2). 

La substitution de la valeur de y (2) dans l’équation (1) donne, 
toute réduction faite , 


ka^ 
4-Ba 
+ C 


-f- ikah 

4-B5 

-j-Da 

. +E 



=è0. 


Désignant par ai’, x" , les deux valeurs qu’on tireraitde cette 
équation , et par X l’abscisse du point milieu de la corde déter- 
minée par la sécante (2) , on doit avoir nécessairement 




et, d’après la théorie des équations algébriques, la somme des 
racines d’une équation étant égale au coefficient du deuxième 
terme pris en signe contraire divisé par le coefficient du pre- 
mier , on aura 

V 2Aa5 BA Da E 

2(Aa" + Bo + C) ■ 

Cela posé , si Y désigne l’ordonnée du milieu de la corde , X et 
Y devront satisfaire à l’équation 

^ Y=aX-|-A; 

on aura, par conséquent, eu substituant la valeur précédente 
de X, et réduisant , 


(4) 


Y Bai — Dfl* rt: Ea -f- 2CA 

2(Aa=*-f-Bo + C) 

Telles seraient donc les coordonnées du point milieu de la corde 
déterminée par la sécante 

ÿ = o«-}-A. 

Si l’on élimioe entre les é(fuations (8) et (4) la quantité b , qui 
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correspood à une position particulière de la sécante , l’équation 
finale en X et Y représentera le lieu géométrique des points 
milieux de toutes les cordes parallèles à la droite 


ÛUC. 


r 

Les équations (S) et (4) prennent la forme „ 

2 (Ao^ + Ba -f- C) a? + (2Ao -j- B) A -i- (Da + C) = 0 , 
-2(Aa»+ Ba + Q J- - (2C+ Ba) i+ (Da + E) a z= 0 ; 


et, par l’élimination ordinaire, on obtiendra, après réductions 
successives , ’ ' 


2C “f“ Bu Du E 
2Ao + B * “ 2Ao + B ’ 


{DJ 


équi^ion d’une Ugne droite. 

Donc : 

Les diamètres des courJjes du >■ d^rê sont des lignes droites. 


i6S. L’équation (D) peut se mettre sous la forme 
(2Aj'+Rr + D)u-f (2Œr+By+E) = 0; 

d’où l’on voit qu’elle est satisfaite, quel que soit a, par les va- 
leurs de a? et de J' tirées des équations 

2Ay -|- Bar -|- D = 0 , 

2Car -|- By -|- E == 0 , 
et qui sont ' 

_2AE— BD 
""“■B^ — 4AC’ 

2CD — BE 
y — B» — 4AC ' 

coordonnées générales du centré dans les courbes du deuxième 
degré. 

Ou conclut de là ce théorème général : 

THÉORÈME. 

Dans toute courbe du 2* degré douée d’uu centre, tous les diamètres concourent 
en ce point. ' 

Et, comme un diamètre n’cst lui-méme qu’une corde du sys- 
tème des cordes qui lui sont parallèles, on a cette nouvelle 
proposition: 
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THÉORÈME. 

Toiu les diamètres sont partagés par le centre de la courbe en deux parties 
égales. 

100. Lorsque — |ûAC = 0 , c’esl-à-dire lorsque la courbe 
est une parabole , les valeurs précédentes de a; et de y (G) de- 
viennent infinies ; mais si l’on substitue dans l’équation géné- 
rale du diamètre (D) la valeur B = db 2 J/ÂC, on trouvera , en 
supprimant le facteur 2(a |/A =h C) commun aux deux ter- 
mes dte la fraction coefficient de a; , ^ 

_ (/c D« + E ^ 

^ “ Kî " 2 kT(« KÂ dz KcT 

Dans cette équation générale du diamètre de la parabole, le 
coefficient de x étant indépendant de a , qui indique là direc- 
tion du système des cordes parallèles, on en conclut le théorème 
suivant : 

THÉORÈME. 

Dans la parabole, les diamètres transrerses sont tous parallèles entre eux. 


167. Si A =: C = 1 , et B = 2 cos 8 , ce qui indique que la 
courbe représente une circonférence , le diamètre est perpendi- 
culaire sur le milieu d’une corde quelconque. 

En effet , en désignant pour abréger par a' le coefficient de x 
dans l’équation ( D ) , dans lequel on a substitué les valenrs 
C = Â=1,6=2 cos 6 , on aura pour la condition de perpen- 
dicularité 


l4-oa'-Ko+a')cos 6= 1- ^ o 


1 + <1 co s 9 \ 

O + CO S 9 y 


a-fcos9 


De là ce théorème connu : 


THÉORÈME. 

Dans toute droonTÿence, la droite perpendiculaire sur le millen de la corde 
passe par le cenbe. 


168. Avant d’examiner plus particulièrement les propriété 
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des diamètres , nous démontrerons une propriété des cordes 
dans les courbes du deuxième degré. 

On appelle^ en général , ainsi qu’on l’a vu précédemment , 
corde d'une courbe la droite qui joint deux point» de cette 
courbe. Si cette droite passe par le centre , la corde devient un 
diamètre. 

On nomme corde» tupplémentaire» , dans les courbes du 
deuxième degré pourvues d’un centre, deux cordes menées 
d’un point de la courbe aux extrémités (fui) même diamètre. 
Ainsi les cordes DM, D'M (fig. 58) , qui s’appuient sur un même 
diamètre DD’ , sont deux cordes supplémentaires. 

Ces cordes jouissent d’une propriété remarquable , ainsi qu’on 
va le voir. 

Soit — 'Ipx -j- qx^ ’ 


l’équation dtune ellipse ou d’une hyperbole rapportée à deux 
axes conjugués , l’origine étant en un point quelconque de la 
courbe. 

Désignons par x'^ ÿ, les coordonnées OF, DF , de l’extrémité 
D d’un diamètre quelconque DD': les coordonnées de l’autre ex- 
trémité D’ seront évidemment — ^ — x', — y'. En effet , 


OF' = AF = OA — OF, et ,D'F' = DF. 


Enfin soient x, y, les coordonnées d’un point quelconque M de 
la courbe. > 

Les rapports c , c' , des sinus des angles que les droites DM, 
D'M, font avec les axes, sont, d’après l’équation de la ligne 
droite , 



c' 


y+y' 

(a? + a:’)+ — 

« 




En multipliant ces égalités, membre à membre , on obtient 

q{y^~^y^) 


CC sa 


ip (x-x'y\-q (ara — 


Or les points x, y, x' , y', appartenant à la courbe , on a les 
relations 

y^=2px-{-qx^, 

=: 2px' qx'^ ; 
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d’où l’oa lire = 2/> {x — ar') + 9 ~ > > 

ei par conséquent ccf=zq\ 

résultat indépendant de la direction de chacune des cordes 
supplémentaires pour un diamètre donné, ainsi que de la po- 
sition de ce diamètre. 

169. La relation étant indépendante de la position du 

diamètre sur lequel les cordes supplémentaires reposent, il 
s’ensuit que, si deux cordes supplémentaires AM , EM (fig. 59), 
sont menées par les extrémités d'un diamètre, de l’axe prin- 
cipal transverse AB, par exemple, les parallèles A'M', B'M' , 
menées par un point M' de la courbe parallèlement à AM et 
MB, rencontreront la courbe aux extrémités d’un même dia- 
mètre A^B'. 

£t réciproquement , si des extrémités A', B' , d’un nouveau 
diamètre quelconque A'B' , on mène des parallèles à AM et MB , 
ces droites A'M' , B'M' , se couperont en un point M' de la cour- 
be , et ces nouvelles cordes feront entre elles les mêmes angles 
que les premières. 


170. Supposons donc , puisque la direction du diamètre est 
indifférente , qu’on ait pris pour diamètre des cordes supplé- 
mentaires l’axe transverse principal , et qu’on ait mené par scs 
extrémités deux cordes supplémentaires AM, BM, dont les 
équations sont ‘ 


AM - 



BM 


qy' 

2p -j- qx' 


'(*+?)• 


L'angle M de ces cordes , d'après la formule connue 

Q} — ' Q 

tang M = : , 

“ 1 ao' ' 

sera déterminé généralement par l’expression 

t ■ - y' _y 

2p qx’ x' 


tangM= ' 

‘’-f .-L V 


Zp-\-qx'. X' 
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laquelle se rëduii à 


“e“=-3+ïî7^ 

et, remplaçant P et 9 par leurs valeurs en fonction des demi-axes, 

. M 2ÀB=* , 

tangM^ 

La plus grande valeur de y' , Y' = B ,• donne pour la valeur 
minimum dé là tangente 

1., 2AB 

lang M = — j2"Z. ~ 


et cette tangente étant négative, on en conclut que dans l’el- 
lipse le pdus grand angle que puissent faire deux cordes sup- 
plémentaires est l’angle obtus formé par les cordes supplé- 
mentaires qui joignent les extrémités du grand axe et l’extré- 
mité du petit axe ; et le plus petit l’angle BCE = DCB , c’est-à- 
dire l'angle des cordes supplémentaires qui joignent les extré- 
mités du petit axe avec l’extrémité du plus grand. 

De plus, comme à chaque valeur de y, soit positif ou négatif, il 
correspond deux points M, m, de la courbe , le même angle des 
cordes supplémentaires correspond à deux systèmes de ces 
cordes AM, MB ; Am , wiB. 

Si A = B , lang M = oo , c’est-à-dire que l’angle des cordes 
supplémentaires dans le cercle est constamment un tTngle droit. 

Pour l’hyperbole , il suffit de changer B* en — B^, et l’on 


trouve (fig. 60) 


tang M = 


2AB^ 

(A^-f-B^) / 


Or, y pouvant croître depuis zéro jusqu’à l’infini, la tangente 
décroît depuis l’infini jusqu’à zéro. 

On rAnarque de même qu’il y a aussi deux systèmes de cordes 
supplémentaires faisant entre elles le même angle. 


171 . Reprenons maintenant la recherche des propriétés 
des diamètres des courbes du deuxième degré , et pour cela 
soit l’équation générale des trois courbes 

yï = 2px -j- qx^ _ (1) 
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et y = or 

réqnation d’une droite quelconque CC' (fig. 61). 

Combinant entre elles ces deux équations pour en obtenir les 
abscisses de leurs points commuas, on trouvera successivement 

{ax -f- A) * — 2/»® — = 0 , 


gp' {jo^ — 2(p — ai)af-f-o* — 0. 

Si l’on désigne par af, a^, les abscisses des points d’intersec- 
tion de la courbe et de la sécante , et par « , les coordonnées 
du point milieu M de la corde interceptée, on aura d’abord 

y-far* 

2 * 

et , en vertu de l’équation précédente, 



(«) 


Et , puisque les points a , p , se trouvent sur la droite 
y = oar-f A, 

on aura p=o«-fA, (4) 

et a et P seront complètement déterminés lorsque a et A seront 
donnés. 

Eliminant entre les équations (3) et (4) la quantité A , qui dé- 
termine la position particulière d’une des cordes j on obtient 

'jS *— a (p — aa) ' 

c?-q 

a}n — qa.x:z P ap , 

et enfin 


■ Celte équation représente actuellement la droite qfci passe 
par les milieux M, M', M", des cordes parallèles entre elles , 
et dont la direction est déterminée par a. 

On en conclut d’abord , comme précédemment, que les dia- 
mètres des courbes du 2* degré sont des lignes droites ; que ces 
diamètres passent par le centre de la courbe (en effet , l’équa- 
tion (6) est satisfaite par» = — p=;0); ou bien sont tous 
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parallèles entre eux , si f =s 0 , tfesl-è-<Mre dans la parabole; 

Enfin, si ï(m multipUe entre eux coefficients de x dans les 

équations (2) et (5), on ironxe, en désignant par 4, 4, les 

rapports des sinus des angles que font avec les axes conjugués 

des » et des 9 deux diamètres atniugaéa quelconques , 

' B* 

«f<f = 3?::; — P pour l’ellipse, 

B* “ ■ 

pour, l’hyperbole, 

'i ' - ^ . i 

0 pour la parabole. 

Or on a trouvé ( 168 ) que, si des extrémités d’un diamètre 
quelconque on mène deux.droites à un même point de la cour- 
be , la relation entre les rapports d^ sinus des angl^ que font 
ces cord^ supplémentaires avec les axes des « et des y est 
exprimée par 

ce'zzq: 

donc si o =: rf , ' on a c* = a'. 

On peut de là conclure qnè ' ' ■ • • . ' 

Deux diamètres coajugués sont ioujonn parallèles è on système de cordes sup* 
plémentaires; .1 ' ■ . ■ . ' . 

et réciproquement r i - r' u 

Deux diamètres parallèles à un système de cordes soppUsDeataiies fiarment un 
système de diamètres conjugués.; ' ■ r 

et par conséquent l’angle des diamètres est égal ou supplément 
de l’angle des ctnrdes supplémentaires^ 

PROBLÈME. 

( 

173. Cdiistrttire dSns une dipse 'eu'ttens une hyperbole donnée deux dtoiaè- 
tres «mjagDés qui fassent entre eux aaÿo donqé. 

A cet effet; anr nn diamètre quiconque , . tel que 49 (Çg* a 
on décrira un arc de segment capable d<e l’angle dcmaé , tpi 
coupera la courbe en un point M i on mènera par le centre , pa- 
rallèlement anx droites AM et MB , cordes supplémentaires, les 
droites CD, CC, qui seront les diamètres demandés. 

V 'A cette solation H feat ajouter encore cellej qui corr^pond 
aux cordes supplémentaire^ AM', BM', dont l’angle ^ supplé- 
ment de l’angle donné. ' ' 

Il y a en effet généfalepen^ deux systèmes possibles de dia- 
mètres conjugués faisant entre eux un angle donné. 

11 
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•Pour Tellipse l’angle des diamètres conjugués devra être 
compris entre les limites déterminées précédemment (140) pour 

l’angle des cordes supplémeniaifes. V - - 

On trouvera facilement lés axes d’une ellipse ou d’une hyper- 
bole tracées dans un plan, en décrivant, du centre de la courbe, 
une circonférence de rayon quelconque , qui déterminera un 
rectangle par ses intersections avec la courbe ; les axes seront 
parallèles aux côtés du rectangle. 

175. On peut arriver à la solution numérique decnproblènle 
par l’analyse suivante": 

Soit ^ Ay + B2y2 = A2B^ 

-l'équation de l’ellipse, rapportée à son centre et à ses axes; sub- 
• stUuant dans cette équation à la place de « et y les valeurs 
a>=»' cos a + y cos et'. 


y = a;' sin a -)-y sin a', 

qui servent à passer d’un système d’axes rectangulaires à un sys- 
tème d’axes obliques de même origine, on trouvera 


A^ sin^ a' 

2 «I 


y'2 -}- 2A^ sin a sin o' 


jf'y -{- A* sin^ a.| 
-|-B^ ços^ct 


■|=:A2B2. 


_|_B*C08*a'i 4- 2B*COSaOOS«'| 

Si l’on veut q^ue les nouveaux axes soient conjugués entre eux, 
il faut et il suffit que le coefficicient de ar'ÿ soit nul; ce qui 
donne - 

A^ sin « sin (»' + B^ cos « cos O» = », , . (1) 


et l’équation se réduit à 

(A* sin* r' + B* cos* «') y'*-K^^ «œ* «) «<* = A*B*. 

Faisant successivement = 0, et = 0 , et désignant par 
• A’; B', les lôngueurs des demi-diamètres conjugués que l’on 
' obtient de'ceite manière , on aura 

( 2 ) 




A'* = 


‘ B'* = - 


A* sin* R -j- B* cos* « ’ 
' • A*B*' ‘ 


■ A* sin* a'rl- B* cos* «'* 

L’éqnation de' la cojirbe rapportée à ces nouveaux diamètres 

conjugués sera . v 

® A'*y'* + B'V’ = A'*B'*. 
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THÉORÈME. 

174. Dans l'ellipse, la somme des carrés de deux diamètres conjugues quel- 
conques est constante et égale à la somme des carrés des axes. 

En effet, rétablissant l’homogénéité dans les valeurs de A'^ et 
, on aura ' 


. ,2 _ (sin^ g -f- cos^ «) 

A* sin^ « -j- B* cos^ a * 

g , 2 ^ A^B^ (sin^ «’-j-cos^ a') 

“ A* sin* a' B* cos* a' 


' sin* a' 


A»-fB2 

sin* al 


Or , de la relation (1) on tire d’abord 


B2 


tanga tanga' = — -p, 


A* 

résultat qui s’accorde avec ce qui a été démontré précédem- 
ment (171); et ensuite, élevant au carré, en vertu des formules 
trigonométriques connues, on obtient 

; ■ ‘ COS^ g' ^ sin* g 

/ sin* g' B* COS^ g ’ 

la valeur de B'* deviendra 


(i. 


et par suite 


g, 2 B* cos^ g -f- A* s in^ g 

A? sin* g -j- B* cos^ g ’ 


d’où 


I A^sin^g(A^-fB^)-j-B^cos^g(A^-tlB^ 

, A* sin> g + B* cos* a * 

et, toute réduction faite , « ' ^ 

A'*-bB'* = A*-|-B*; ‘ 

4A'* -f 6B'2 = 4A2 -f 4B*. ‘ > 

178. Pour l’hyperbole on aurait trouvé, par un calcul en tout 
semblable, 

A'* — B'* = A* B* , et 4A'* -1- 4B'* =a 4A* ~ 4B*. • • 

De là ce théorèÀic,'^ analogue au précédente . - ^ 

11 . 
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Dam l’hyperbole, la dilTérence des carrés des diamètres coejugués est constante 
^{|^|gle h la difféiea«;a4es carrés des axes. ! r, , 

Quant à la relation des diamètres conjugués, ou a 

B* 

tang K tang « *= 

THÉORÈMB, ‘ 

1T6, Dans l’ellipse et dans l’I^yperbole l’aire du parallélogramme cmistmit 
sur deux diamètres conjugués quelconques est constante et égale an rectanÿe dea 
axes. 

En eiiïet', multipliant entre elles les égalités 


• A'^ = 

. ■ B'î = 
on trouvera' A'^B*^ = 


A^ sin^ « + B* cos* « * 
A*B8 ’ 

A*sinV4-B*cos*cc'* 


A<B« 


ASin* a sin V + B*cos*a cos* a'+A*B*(sin Vcos*a -f- sin*a cos V) ’ 
et, à cause de la relation ( 1 ), i ■ 

A* sin a sin «' -j- B* cos « eos ss 0 , , ' . 

qui donne „ ' 

A*sin*«sin* «'+B* cog* a cos* «t=-r^ 2 A*P sin st sin a' cos« cosV, 
le dénominateur devient , ' ■ '' 

A*B* ^sin? a! cos? » — 2 »n a sin a' cos a cos a 4 . sia’ a cos* «') i 
expression qui se change en T - •' '/ • 

- A*B* (sin a' cos a — sin. O cos,«')^ =A*B*siu *(«’— o){ 

et par conséquent sit?(I> - «f • 

d’qqçfjft}, ^ - ^;i=;A'#»sioCa'-T-nO ' 

et 2 A . 2 B = 2 A' . 2 B' sin (ji' — a). 

On arriverait à un résultat parlaitement identique en chan- 
geant B* en — B*, et B'* en, — B" , pojyir Tlijperbolo. . 
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PROBLÈME. I 

I 

177 . Déterminer on«;sstème de diamètres conjugués égaux dans noe elligae 
donnée. 

Egalant les valeurs de A'* et (2) et (3) (173), on trouvera 
d’abord 

A* sin^ B -f- cos* » = A* sin* «’ 4" B' cos* «' ^ 

et remplaçant cos *o, cos* b' par 1 — sin*B, 1 — sin* a', on trou- 
vera , toute réduction faite , 

(A* — B*) (sin* b' — sin* «) =± 0, . 

équation qui ne peut être satisfaite que par 
^ sin* b' — sin* b = 0 ; 
d’où ‘ sin b' 3= ±: sin B « ■ 

et , à cause de la relation 

tangatangB' = — p, 

dont on doit conclure que les deux tangentes doivent être de si- 


B* -i- 


gnes contraires , 
et par conséquent 


donc 


et 




cos b' = q: cos B , 

tang a' = — lang a 

- B* ' '■ 

tang* B = , _ . 


\ 


tang B + 

B 

tang a' = — -T-; 


-r** 

t . t 


donc les diamètres conjugués égaux DD' , EÈ' (fig. 63) , sont 
parallèles aux côtés du parallélogramme inscrit ABA'B' , qui a 
les axes pour diagonales. , • 

178. Dans l’hyperbole, line peut exister généralement un 
système de diamètres conjugués égaux. 

En effet , de la relation ' ’ 

s A**— B'* = A* — B*, - 

pour A' = B' , on serait forcé de conclure que A = B ; 
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mais si A = B, on aura toujours A' = B' : donc 

THÉORÈME 

^ Dans l’hyperlx^ équUatiïre, deux diamètres conjugués quelconqùès sont to» 
jours égaux. 

‘ " PROBLÈME. 

179 . ConnalssMt les axes d’ujieempse on d’une hyperibole, et i’angle fi que 

deux diamètres eoqjuçués font aure eux , déterminer ces diamkres de grandeur 
et de position. 

1“ On a trouyé précédemment pour l’ellipse les relations •, 
A'2+B'2:q=A2+B*, (1) 

A'B'sin («'—«) = AB ou A'B' = -r-~^ . f 2 > 

Remplaçant a' — « par e ; multipliant la 2« équation par 2 , et 
ajoutant et retranchant successivement de Péquation (1) l’équa- 
tion obtenue , on trouvera 

(A* + B')2 =e: -, A* 4- B* 4- ~ 

' , - ^ sin 0 ’ 

(A» — B7=A^4-B2 2AB 


d’où 


sin 6 


A . = I | /a-+b=^,^ + • |/a= + 

b'=U/*=+;b=+" _ 


valeurs des demi-diamètres conjugués, qu’on calculera ou que 
1 on construira par les moyens connus. 

Quant à la direction de ces diamètres, U suffit de déterminer 
1 inclinaison ^Je A' , par exemple , par rapport à A. 

Oa a pour cela la relation . - . , 

A2 tanga tang a' 4- B 2 =o, , v 

et, à cause de a' — «= 9 ; d’où «' = 64-a, ' 

tangalang(e4-«) = -S 

Développant tang chassant le dénominateur et ordon- 

nant , on aura 

A2 iang2 « -i- (A2 _ B^) tang 6 4: =: 0 , 
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d’où „ ' ‘ ‘ ‘ ' 

tang.c:=-> 7 

Pour que cetle valeur soit réelle , il faut que i 

tang* 6 > ou = ^pzlB ^2 > 

" 2AB 

d’où tang0> ou = ±^^-~p, 

c’est-à-dire que l’angle 6 , s’il est aigu , doit être au moins égal 
à celui dont la tangente est ^2 _ âl » ®‘t ®’d est obtus, au plus 

■' 2AB 

égal à celui qui a pour tangente — ^ ij ïï- 1 ' 

Si l’on substitue la valeur 

2AB 

tang 6 =: ±: 

dans l’expression de tang «c, on trouvera ^ ^ 


B 

tang«=sq:j , - 


'4 .. 


ce qui s’accorde avec ce qui a été trouvé précédemment (177). 
2” La détermination de A’ et de B', au moyen des équations 
A«— B'2 = A2 — B2, 

AB 


A'B' = 


sin 0 ’ 


donne lieu à un calcul un peu plus compliqué. En éliminant suc- 
cessivement B' ou A' entre ces deux équations , on obtiendra une 
équation en A' ou B' du A* degré , résoluble à la manière de 
celles du 2* degré. 

100. Au reste ce problème est moins utile que le problème 
inverse qui suit , et dont les- applicalions sont fort nombreuses 
dans la construction des ellipses données par leurs équations. 

PROBLÈME. :. , • 

Connaissant de grandeur et de position deux diamètres conjugués d'une eliipse , 
déterminer les axes de grandeur et de direction. . . .,1. .. . .% 


Des relations 


A^-f p=A'2 + B«, 
AB = A'B' sin 0 , 
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on tirera aisément , par nn calcul semblable an précédent, 

A ^ 4- 2 A'B' sin 0 4- - k' A’ 24 . B'* - 2 A'B’ sin 6 , 

[ * I ' 

B = - Ka« + B« + 2A'B' sin 6 - j KA'^+.B’* - 2A'fl’ sin 9. 

f ' 

Ces valeurs se construisent élégamment de la manière sui- 
vante : ' ' . 

Soient A'a', B'A' (fig. 64) , les diamètres faisant entre eux l’an- 
gle donné A'OB' = 9.. ^ , 

De l’extrémité B', du diamètre B'A* abaissez sur son coiÿugué 
A*a' la perpendiculaire indéfinie B'P ; sur cette perpendiculaire/ 
prenez , à partir du point B', B'E == B'F = OA' , ét joignez OE et 
OF. D’après la propriété du triangle obliquangle , 

OE = I^BÏ» + -h 2 B'E . PB' , 

ou OE =3 K A'^ + B'2 + 2A'B' sin 6 j 

et de même ^ • 

• OF = K -f B^» — 2B<F . B'P 


ou 


OF = B'ï — 2 A'B' sin 9 

. t f' i ‘ ' 

de là par conséquent , - ; ' . . 

^_ 0£-fOF 


B = 


OE — OF. 
2 ' 


longueurs que l’on construira sans difficulté ainsi qu’il suit « 

Sur 0£ et OF achevez le parallélogramme OFGE ; du point E 
comme centre, et d’un rayon égal à £G, décrive^ tme dcmi- 
circoqCérence , qui détermine les deux points H et 1 tels , que 

' ' , OH = 2A, 01= 2B, , 

et les deux moitiés OM = A , ON=B. . . 

Pour déterminer la direction des aXes il suffit de trouver Tiu- 
dinaison de l’axe 2 A sur le diamètre A'a ' , laquelle a été repré' 
sentée précédemment par «. Pour cela on a i’éiqaation 

A^B* • ' • 


A'2 = 


A* an*« -I- cos*A ' 
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d’où 

et 


i y 

A« = 
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. A*B* 


fiin a ‘ 


(A* — B*) àin*« + B* ’ 
B* A* - A'* ' 
'Â^'A^- B2' 

.±i|/ÏEZ 

A' K A^ — B^ ’ 


ce qui déterminera deux directions symétriques de l’axe SA par 
rapport au diamètre A'a' ; le second axe SB devant être perpen- 
diculaire à SA , sa position sera déterminée. 

181. Cette' valeur de sin é. ne fonrnissant pas une construction 
simple , on cberchera à déterminer a en fonction seulement des 
denti-diùmètres donnés A' , B' , et de l’angb 9 qu’ils font entre 
eux : pour cela on substituera dans l’équation de l’ellipse rap- 
portée à ces diamètres conjugués , 

Af2y2+ =A«B'2 , 

les Valeurs 

x' sin (9 — a) — jX cos (9 — a) 

ar “ 1 : — “ — , ! 

sm 9 . 

• ;r' sin a+y' cos «' * • 

^ 

» 

qui servent à passer d’un sy-stème d’axes obliques à un système 
d’axes rectangulaires. L’éqaat^n résultante devant conserver 
la même forme, on trouvera pour équation de condition . . 

A’*sin«cos« — B'^sin(9 — u)cos(«— - 
d’où l’on tirera . , ^ 

, A'^ sin 2a — B'* sin (29 — 0- ^ 

Développant siu (28 ~ 2«), et divisant par cos 2« , '' 

A'^tang 2«— B'^ sin 29 +' B'^ cos 29 tang 2« = 0 , 
et enfin 

„ sin -29 ' 

tang « , 

valeur qui s’accorde avec le récitât trouvé n* 68, et dans lequel 
il suffirait, pour s’en convaincre, de faire .. 

C“B'S A-A«, B-0. < • 
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En mettant la valeur précédente sous la foilme 
, ' B'8Îp2?\ 

tangSa^pj: 

on pourra construire l’angle 2 r d-nne manière assez simple , 
ainsi qn’il suit : 

OA', OB'- (Bg. 65) , étant les diamètres conjugués donnés fai- 
santentre eux l'angle donnée, menez OC telle, queCOB' = B'OA' 
et OC = OB'; du point C abaissez CQ, perpendiculaire sur OA : 

OQ = B' cos 2 e, et CQ =B' sin 2 0. » 

Achevez le parallélogramme OB'DQ, et rebaitez par un arc 
de cercle QD sur QR ; élevez la perpendiculaire indéfinie RS sur 
OA', et prenez QS = OA' , ensuite menez ST pcrp^diculaire à 

A'^ ‘ , 

QS, QT=|r^ 

Au point T élevez TV perpendiculaire à OA', et faites 
TV r= CQ = B' sin 29 ; tang 2« = tang TOV , et 2a =: TOV. 

Divisez enfin l’angle TOV en deux parties égales pur la droite 
OA , qui sera la direction du grand axe de Tellipse ; OB perpen- 
diculaire à OA sera la direction du petit axe. 

Mous ferons connaître, bientôt une autre manière de rés9udre 
ce problème plus simplement encore. . , _ 

' , PROBLEME. ' ' : . ‘ . 

182, Étant donnés de grandeur et de direction deux dianiétra conjugués de 
l’hyperibole , déterminer ta diieetion et la grandeur des aies.' 

On déterminera d’abord les asymptotes par la propriété du 
parallélogramme inscrit à l’hyperbole, dont le^ sommets doivent 
se trouver sur les asymptotes j ensuite, divisant les angles des 
asymptotes en deux, parties égales , on aura la4ii;ection des axes. 

Pour la détermination de lu lougueur de ces axes , on aura 
recours au problème du n® 179 (2®). 

188. Avant de donner quelques applications de cette théorie, 
BOUS ferons connaître une propriété remaéquable des diamètres 
conjugues des courbes du deuxième degré, laquelle consiste 
en ce théorème : • 
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, THÉQRÈME. 

; , 1 ■ ■ • “ 

Lonqoe plaalenn eoarbes du -3* degré ont <iaatie points conmmnsi dans qnel< 
que direction qu*on leur mène des diamètres parollèiest ies conjugués de ces dia- 
mètres concourent en un seul et même point. 

Soient + F = O) 

E'a?-pF'=:0, ' (2j 

A»jJ-|rB»a!y+C?»*+D'j'+E'a'+F'=0, (3) 

- * . * * 
les équations de trois courbes du deuxième degré passant par 

les mêmes quatre points. ^ , 

Multipliant les deux premières équations par deux facteurs m 
et fri indéterminés , et ajoutant les produits , on obtiendra 

(Am -j- h! tri) y* -j- (Bm B'mO *y-f- (Cm -}~ C'm') a?* J _ « 

-f-(Pm4-D'w*')J'-i-(E*™+Ê'»*0at-l-(Fm + F’m')| ’ ^ 

) 

équation qui peut représenter, dans sa généralité , toutes les 
courbes du deuxième degré passant par les intersections des 
courbes (1) et (2), 

Pour exprimer que cette courbe (4) représente la courbe (3) , 
c’est-à-dire si l’on veut que les trois courbes (1), (2),' (8) , aient 
les mêmes points d’intersection , il faudra qu’on ait à la fois 

(Am + A'mO =: A' , (Dm + D'm') = , 

(Bm -f- B'mO s== B» , (Em + E'm') = E» , 


(Cm -f- Gtri) — C’ ; 

■ (Fm -{- F'm') = F' ; 

d’où l’on tire 

. . • ’ 

2(Am-f- A'm')=: 2A*,.' 

2(Cm+'C'm') = 2C*y 

(Bm-f- B'm')='B», 

Bm -j- B'm' =:= B* , 

Dm + D'm' = D' , 

Em" -f- E'm' = E'. 


Si l’on se rèporte au n° 22, on reconnaîtra que ces équations 
expriment la condition nécessaire et sufBsantè pour que les trois 
droites (D) et(D'),' 

(D) 2Ay.4-Ba7 + D'=::0, -2Cx-fBy-|-E = 0,''' (D') 

. 21l'y-j- B'ar-f D-— 0 , 2C'ar -i-B'y+ E'= 0 , , 

. 2 A'y-f- B"* H- D»= 0 , . 2C'ar + B»y +E'= 0 ,, - ' 

concourent en un même point. 

Or , chacune des équations (D) n’est autre chose que l’équa- 
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tioh du diamètre de chaque courte, qui coupé en deux parties 
égales un système de cordes parallèles à l’axe des y, et chacune 
des équ^üoDs (D») le di^èlre conjugué à Taxe des a^; cès axes 
étant dirigés d’une mamèfe quelconque,' Uü Seul Système (Dj 
ou (D') suffit pour démontrer le théorème. 

' - J J ‘ . 

W P®W représeûtef une paratele , et pour 
cela il faut qu’on ait , . 

( Bw + B'm’ ) =» - 4 ( Am -j- A'm' ) ( Cm -f Cm' ) = 0,. 

Ceue relation détermine le rapport tuais né lui assigne que 
deuxTalëurs. > ... . i > 

On en conclut que 

Par qoaUïpDiau donnés «mpeat faire passer deux paralwles. ' 

* tx ' 

|8îS. Pour que l’équation ( 4 ) repré^ntàt un cercle, il faudrait 
quoneut “ . . - , v. r 

- ( Am + A.' m ) = Cire -f. Om' , 

Bm-f- B'm'zsO. , . , / . 

Eliminant m et m' entre ces deux éqüationi dé condition , on’ 
trouTera > , • . 

B(A'~C')=B'(A — C), • 

condition nécessaire et suffisante pour qu’un Certle passe par le* 
intersections des courbes du deuxième degré ( 1 ) et ( 2 ). t. 


186. Noos allons maintenant démontrer le théorème précé- 
dent d une mire manière, afin d’en tirer, de nouïeUesiM>opriétés. 


TUÉQRËME ET PROBLÈME. 

ont.qnatre points communs, dans «nelqne di- 
reCbon qu «n leur mène desdiamètres parallèles, les donjugués de ces ffiamètres 
concourent en un même JminU Déterminer ce point dans cba<iBo cas parUottlimV 


Soient A, B, C, D, ( fig. 66 ) les quatre points communs à ces 
courtes; prenant pour axes des x et des y- les droites OAB.OCD, 
*i 1 on fait OA = «, OB = «’ , OC = |3 , 00=: /S', l’équafion d’une 
courbe quefconque du second degré passant par lès points 
G, D, et dont la forme générale est / • ■ ^ 

Ay^ + Bxy -f- Cai^ ^ Dy -f- Ex -f- F s=: 0 , ^ - • ' 

1 
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dçm être telle qa’en y faisant les valeurs correspond 

dantes de y soient ^ et 00 aura donc ' 

Ay^-fPÿ+F ç= A (y— (y — 15') = Ay*— A (p+ ^') — Apj3'; 

t • 

d’où . D =-d A (P ^0» 

F = A.jSjÿ. 

Mais en y /aisant y = 0 , on doit trouver pour x les valeurs 
a, a' : ott aura diHic . 

+ Ea?+ F = C (a?_«) (x^aJ) =,Cjp* — C U a!) + Cor'; 

d’où E ~ -d C (« rf- 

F CS C aa' f 

'• * J ■ • 

ce qui exige qu’on ait 

. App' =3 C««' , 

d’où \ C==A^, 

* aa' 

et par conséquent . 

' ' ' F— (V A ' 

aa' • 

L’équation générale des courbes passant par les qùatre points 
donnés sera donc 

> i 

Ay* + &çy+A ap» — A (p+ p') a? 4- App» « 0 ; 

ou , divisant tous les termes par A , et faisant— =s m , ' ' 

»uy - (P + P*) J'- a? + pp> z= 0. (E) 

Celte équation , renfermant encore la quantité indéterminée nt , 
fait voir que par quatre points donnés on peut faire passer une 
infinité de courbes du deuxième degré, fl faut en effet généra- 
lement cinq conditibns pour déterminer ces courbes , et par 
conséquent celte équatioq (E) représente toutes les courbes 
possiblés du deuxième degré passant par les quatre points 
A, Cj D, 

Soit yxxax l’équation d’une droite quelconque menée par l’o- 
rigine, et concevons i]a’on ait-mené duns diacune de ces courbes 

> ' 
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on diamètre parallèle à cette droite, d’après l’équétion (D) (164), 
l’équation générale du diamètre conjügué sera 


y=- 


aa* 


(P <•+«'> 


2<* 


m 




m 


équation qu’on peut mettre sous la forme 
»t (y + a«) +2a7 + 2 a — ~ 

•t* QL9, 

t 

et à laquelle on satisfera,' quel que soit m, en posant 
y + o» = 0, 

2a^ + 2 æ _ (p + p.) a _ 0. 

acr ate' 


0 , 

( 1 ) 

( 2 ) 


Les valeurs de a; et de y 'qu’on tirera de ces deux équations 
seront les coordonnées du point de concours de tous les dia- 
mètres conjugués aux diamètres parallèles à la droite y =ox. 

Ce' théorème général s’applique évidemment au cas particu- 
lier où l’équation générale (E) représente un système de deux 
droites, et [par conséquent les droites elles.mèmes âB,GD; 
AC, BD; AD, CB. . < ^ 

187. Si maintenant l’on conçoit que la droite y — ax tourne 
autour du point O, le point de concours déterminé par l'en- 
semble des équations (1) et (2) changera dç position poof cha- 
que valeur particulière de a , et le lieu géométrique de tons ces 
points s’obtiendra en éliminant a entre ces équations (1) et (2) , 
ce qui donné r ' ' ' . 

-f- oa' (P -j- p') y — pp' (« -f- a') a? zz 0 , (F) 

équation d’une courbe du deuxième degf’é. 

D’après la forme de l’équation-(F) , on reconnaît facilement 
que cette courbe passe par le point O , et que les droites OAB , 
OCD, sont parallèles à un de ses systèmes de diamètres.conjugnés; 
de plus,^ elle ne peut être une parabole; car elle a un {centre , 
dont les coordonnées sont , d’après les formules générales du 
centre, ' , ‘ 

■ ' ■ ‘ ' > «t 4- a' P '“I" P* ' ' 

TT-, s . - 
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Mais comme OB aurait trouvé un résultat parfaitement sent- 
blable en prenant pour axes les droites AGI , BDI ; BHC, AHD, 
on peut en conclure que cettecourbe passe par les points I et H, 
et que les droites AGI , BDI j BHC , AHD, sont parallèles à un 
de ses systèmes de diamètres conjugués; et si l'on avait fait 

IC = a, ID=i, ' HA=A, HB=3, 

'IA -a', IB = A', HD=A'/ HC-B', 


on aurait trouvé , par rapport à ces nouveaux axes , pour les 
coordonnées du centre 


'iH'c 


a»*. 


O + a’ 

A + A' 

U * 




A + i' 

F" ’ 



Ainsi , d’après le premier système, lè centre se trouve sur le 
milieu de la droite MN, qui Joint les milieux des côtés AB , CD ; 

D’après le deuxième système , il se trouve sur fe milieu de 
la droite PQ , qui joint ïes milieux des côtés AC , BD ; 

Enfin, d’après le troisième système, il doit se trouver sur le 
milieu de 'la droite RS , qui joint les milieux des diagonales 
AD , BC. 

D’où l’on peut conclure ce théorèriie connu de géométrie. 

. . ' ' ' THÉORÈME. ’ • 

DtfM tout quadrilatère plan, les droites qui joignent les milieux des côtés oppo- 
sés et les milieux des diagonatesse coupent en leur milieu. . 


168. Pour une valeur donnée de a , il sera facile de déter- 
miner le point de rencontre de tousles diamètres conjugués: car 
en considérant les systèmes de droites OAB , OCD ; ICA , IDB , 
chacun comme une des courbes représentées par l’équation gé- 
nérale (E), on mènera une transversale quelconque UVU'V', pa- 
rallèle à la droite y = ax, et les < deux droites OET , IFT , pas- 
sant par O et I, et par les milieux E, F, des parties interceptées 
UV, U'V', détermineront le point cherché T- 




. - 189. Si les quatre points A, B, C, D (fig. 67), sont les sommets 
d’un parallélogramme ^l’équation (E) , dans laquelle on fera 

P'=-p, «'=-«, ■; 

deviendra 
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. y2'4-ffiaiy + Ta^-^|S*=*0, .; 

et représentera toutes les céurbes du deuxième dëgrë circon- 
scrite au parallélogramme ÂBCD, rapportées aux diagonales 
prises poqr axes : le centre de ces courbes est donc an: point 
d’intersection des diagonales. Dans cette même hypothèse 
l’équation (F) devient 

-2^V+2«V=.0 ■ ' . _ , 

et représente deux droites , qui ne sont antre chose que les droi- 
tes M'OM , N'ON , qui joignent les milieux des côtés du parallé- 
logramme. ' 

100. Si les points A et B , C et D , se réunissent en un seul , 
auquel cas «'= «, ^ = pi , l’équation (E) devient 

y* 4- fwary -f ^ J»? — 

et représente toutes les courbes possibles du deuxième degré 
tangentes aux droites OAX, OCY, aux points donnés A et C (fig. 68). 
L’équation (f), dans ce cas particulier, se change en 
|SV — 0 1 

et représente deux lignes droites , ' . ' ' 



dont l’une est le diamètre OM , qui passe par le milién de la 
droite des points de contact C, A, et Fautre une parallèle à ce 
diamètre , et passant par le point C. ' ' 

181. Si l’on veut que la courbe tangente aux denx lignes OX, 
OY, aux poipts donnés A.el C, soit une parabole , alors, à cause 
de la relation , 

B=* — ôAC = 0, d’où B= d:5KÂC, 
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= i2 5- 


et par conséquent 
l’cqualion (E) se change en . , 

t ‘ a. a* a ' * . . •* 

d’oà l’on lire y = p — -a?, ^ 

• • . ■ . OC ■ ■ t 

\ V • 

équation de ta corde qui joint les points de contact ; * -*• 

ou _ y^ — ^~xy+^x^ — 2By—^t-x4-â^'±:0, - 

équation complètement déterminée , et qui peut se mettre sous 
kl forme symétrique 

Pf+ÎT;-*- , 

' s •' X 

102_. Si l’on suppose , ce qui est permis , m , k étant 

une indéterminée ; et, après avoir fait « = p , si l'on divise tous 
les termes par on trouvera pour |3 =: « , my=zk^, équation 
de toutes les hyperboles rapportées aux mêmes droites OAX , 
OCY, comme asymptotes. 7 

* A. 

105. Enfin, si les quatre points A, li, C, D, se trouvaient sur 
une même circonférence, à cause de ««' = jSi^, l’équation (E) 
deviendrait . , , 

-j- ^ ^ aJ _ (|3 4 . |S') J. _ (« -j- a') a? + |3^' = 0, 
et l'cquation (F) . • 

; . ' 2*"-2y" + b + |SOy-(« + »')ar=0, 

qui représente une hyperbole passant par les milieux des côtés 
du quadrilatère inscrit dans le cercle.- • ^ , 

.T Applications. 




PROBLÈME, 


194. Étant donnée une portion de courbe du î» degré, !• détcrmincrl^pèce , 
2" achever ou prolonger à volonté la courbe. 

1* Soit ABC [ üg. 69 (a), (A), (c) ] , la portion dé courbe du 
deuxième degré tracée sur uu plan, , 

' 12 
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Par deux points m, ni ' , pris à volonté sur la courbe, menez des 
cordes parallèles mn, m'n', et mp<, ni'p ;• et, après avoir divisé 
ces cordes en deux parties égales , menez les droites des points 
milieux ii ' , hk'. Si ces droites se coupent dans l’intérieur de 
la courbe (a) , la courbe Sera une ellipse ; si elles scmt de plus 
perpendiculaires aux cordes, la courbe est un arc de cercle; si à 
l’intérieur (i), une branche d’hyperbole; si elles sont parallèles 
(c) , la courbe sera une parabole. 

. I 

i08. 2» Premier cas. Si la courbe DAC (fig. 70) est une el- 
lipse , après avoir déterminé le centre O, décrivez du point O, 
avec un rayon sufOsamrnent grand , un arc de cercle , qui coupe 
la courbe en deux points M et N ; du poipt Ô menez OP perpen- 
diculaire sur MN et OB sur OA. * ‘ 

Si la perpendiculaire OPA rencontre la courbe donnée, prenez 
Oa c= OA , et Aa sera le grand axe. 

. Pour déterminer le petit axe , décrivez un arc de cercle avec 
OA pour rayon ; prolongez MN jusqu’éuG, joignez OG et menez 
MQ parallèle 4 OA : QQ' sera le demi petit axe, qu’on portera en 
OB et OA. • ' , , - 

Deuxième manière. Mais, sans supposer aucun casparliculimr, 
soit DC ( fig. 7Ï ) l’arc d’elUpse donné , et ,0 le centré , déter- 
miné comme on 1> vu précédenuttent ; joignez un j^int D quél- 
çonque et le point 0 par uné droite indéfinie, sur laquelle vous 
prendrez' Orf =: OD. Menez deux cordes supplémentaires DN , 
dN„ct par le pointO les droites AOo, BOA, paraUèks.àces 
cordes : ces droites détermineront les directions de* deux dia- 
mètres conjugués. Il sera toujours possible de s’arranger de ma- 
. nière que-l’ane de ces demies rencontre l’arc d’ellipse donné én 
un point A; alors prenez Qas3'OA,«t A» sera «a de ces. dia- 
mètres conjugués. > ■ ' 

Pour déterminer la grandeur du seœnd , par un point M 
la courbe menez l’ordonnée MP parallèle à OB ; puis aux points 
O et P élevez sur OA des perpendiculaires indéfinies , sur les- 
quelles vous prendrez O.A' = OA , PM' =:.PM. 

' Joignez A'M' I qui d^ierntincra par sa rencontre avec OA un 
point I, par lequel menant IMB ,>oa déterminera ainsi le.flemi- 
diamèlrc conjugué OB. ^ 

' On se rciidra facilement compte de cette, construction en se 
reportant au n» 78. < ' , ,! ‘ * > ' 
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Connaissant de grandeur cl de direction un système do dia- 
mètres conjugüés de l’ellipse , on déterminera la grandeur et la 
direction des axes (180) , ensuite les foyers, et la courbe s’achè- 
vera ou se prolongera sans dHlicullc. 

Si l’arc DÂG se confondait avec l’arc BG (6g. 70) la courbe 
• donnée serait une circonférence. , ■ 


106. Deuxième cat. Si DAC (fig. 72) est un açc d’hyperlude , 
après avoir déterminé le centre O f et la direction d’un système 
de diamètres conjugués A’a' , Wb ' , ainsi qu'il a été indiqué 
pour l’ellipse , on déterminera la longueur d’un des diamètres 
transverses A'o' en prenant Oa' = OA' , ejt il ne restera plus 
qif à déterminer la grandeur du second diamkre , dont on con- 
naît la direction B'OA'. 

Pour cela on prendra un point M à volohté sur l’arc d’hyper- 
bole donné , et l’on mènera par ce point une ordonnée MP 
parallèle à OB'. De Féquation de la courbe 
■Ay — BV=-A^B* 


on tire . 
p’ar conséquent 


P— Aÿ 


B = 


OA' . MP 


•KoF' — QA'»’ 



Après avoir construit cette valeur dn la portera de O en B' et A', 
et l’on achèvera le paralléiog^ntme B'GA'G'i Ensuite -menant 
OG et OG' indéBniment prolongées, on aura les asymptotes de 
la courbe. , ■ 

Connaissant les asymptotes;, il sufBra 'd'un seul pouit de la 
courbe pour en déterminer autant de points qu’on voudra. < 

■ D’alUeurs, en divisant les angles des asymptotes eu deux 
parties égales, on aura la dkeetren des axes OA, OS, et par 
le n* 179(2*) On déterminera si l'on veut leur longueur ; de là 
les foyers, etc. ' ' ' . 

Si l'on préivoit qu’on puisse employer une conetraction dna- 
logne à la première construction du n* 195 , relative à l’ellipse, 
on se servira -de préférence -de cette construction , • qui déler- 
-mine sur-le-champ la direction des axes et la longueur de l’axe 
transversc j .pour avoir la- longueur de l’axe non -transverse , on 
aura recours à la valeur précédente de B. ■ - . 
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‘ Nous donnerons bientôt un moyen plus sirapl&tle déterminer 
les axes. - ' ■ ' ^ 

Remarque. Si l’ellipse était traeée entièrement , ,oi^ si l’oii 
avait une portion snftisanté de deux branches de l’hyperbole , 
la construction serait trop facile, d’après ce qui précède, pour 
que nous ayons besoin de nous y arrêter. • t • ^ 

107. Troisième cas. Enfin, Si l’arc NÂDC (fig. 73) est un arc 
de parabole, après avoir déterminé la directioii IF des diamètres 
parallèles entre eux et à 4’axe (166) , 'par un point M, pris à vo- 
lonté surl'arc donné, on abaissera la corde MPNÿporpendiculaire 
à II'. Par le point P j milieu de MN, on mènera l’axe APX, et par le 
point A, sommet de la courbe, AH perpendiculaire è APX. Main- 
tenant , pour déterminer le foyer, on remarquera. que, si dans 
l’équation de la parabole ' ~ 

y ^ = 2pa? . . ■ ' 

on fait a? = y, on trouve ' • . • 

y = 2p. , • ■ - ■ 

De là vient le nom de latus rectum , côté de l’angle droit , que 
l’on donne quelquefois au paramètre. 

De là aussi cette constructicui : 

Diviâez l’angle HAP en deux parties égales par la droite AD ; 
par le point D abaissez DG perpendiculaire à APX f et prenez 

AF ==^ AG; le point F sera le foyer (137). / . ... 

. ' PROBLÈME. / • ■ • f . 

■ 108, Étant donnée einupoiots sur on plan, détenniner te genre de la courbe 
du 2* deip'ë passant par ces cinq points. : -, 

‘ Soient A, B, C, D, E (11g. 7è), les cinq, points donnés. .L’ensem- 
ble des droites AB, CD, peut être considéré comme use courbe 
du deuxième degré, ainsi que l'ensemble des droites AD, BC. Ces 
deux- lieux géométriques du deuxième degré ayant quatre points 
A,B, C, D, communs avec la côurbe.qui doit passer par les cinq 
points donnés , les trois diamètres conjngués au systèn^ de 
cordes parallèles à DE se couperont (ISA) en un point P , qu'il 
est aisé de déterminer ainsi qu’il suit : 

Par un point quelconque , A ,■ pour plus de simplicité , on mè- 
nera la transversale kbo parallèle àD£ ; et par lespoints • et A, 
milieux des parties interceptées .lo, Ai , on mènera les droites 
lAP , HtP, qui détermiuerout le point P cherché: ,, 
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‘La droite qai'jèindrà le point P et le mitiéu M de la corde 
DE se confondra avec le diamètre'de la courbe coiqugué an 
système de cordes parallèles à DE. 

Par une construction semblable ou délermioera la directioa 
du diamètre QN , conjugué à la' corde Â£. 

Si les droites PM , QN , se rencontrent , 4a courbe sera une 
ellipse ou une Hyperbole , et leur point d’intersection O en sera 
le centre. ' - 

Si elles sont parallèles , la courbe sera une parabole ^ dont 
l’axe est parallèle à ces droites PM, QN. La fig. Ik se rapporte 
an cas de l’ellipse. Nous engageons le lecteur à résoudre gra- 
phiquement le problème sur cinq points pris à volonté dans le 

plan. * 

PROBEÈME. , . 

4 99. Étant donnés qnatre joints sur un plan , déterminer la direction de l’aie 
de la parabole assujettie a passe r par ces quatre points 

« ‘ * *• 
Soient A, 6, G, D (fig. 75), les quatre points donnés; les droites 

AD , BC , peuvent être considérées dans leur ensemble comme 
un lieu géométrique du detixième degré, ainsi que les droites 
AC , BD. Les diamètres conjugués à nu système ^quel.conque de 
cordes parallèles appartenant à ces deùx systèmes de lignes 
droites et à la parabole qui doit passer par les quatre points * 
communs à ces trois lieux géométriques du deuxième degré , 
devront se couper en un même point (185). Or, si l’on pouvait 
déterminer la direction des cordes pour lesquelles les trois 
diamètres conjugués se coupent en un point situé à l’infini ,' c'est- 
à-dire sont parallèles , la direcliou de ces diamètres serait ceAe 
de l’axe de la parabole.’ ' ^ 

Soit donc préposé de mener par le poipt A une droite AXY 
rencontrant BD en X , BC en Y , telle qu'il y ait, parallélisme * 
entre les droites qui joignent les points I et II avec' les milieux 
respectifs des cordes AX , AY. 

., Jin supposant le problème résolu , soit AXY la droite de- 
mandée; par leà points N et M, milieux deAX, A Y, menons 
les droiiès indéfinies ING et HMP, qui rencontre AC en P. 

Ces deux droites sont parallèles d’après réuoncé, Eufin , par le . 
point A menons parallèlement à'DB la droite "Æ , qui i euconlre 
IG, HP^enGeiF.- .. 

Diaprés celte construmion, AG étantparollèleà IX, et le point, 

N étant le milien dô AX, bn aura fN =:N6 : donc, si l’on joint>GX, 
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fe quadrilatère AIXG sera un paralléi6{praainie, et la droite 
ANX divise en deux parties' égales louics les parallèles à GNI 
comprises entre les côtés AE , AC ; donc le point M est le milieu 
de FP , comme il l’était déjà de AY par construction , et le qua- 
drilatère AFYP est aussi un parallélogramme. '* 

Alors, à cause des parallèles, on aura les proportions « 
r, FY__HY 

• PÜ~HC» 

EF_HË ' 

py_hy> 

FY_EF 
PC“PY » 


.L 




^ ■ 




CO 

( 2 > 

( 3 ) 


et comme FY = AP , les deux premières proportions , en vertu 


de la troisième , deviendront 

. . Pc; 

• . AP. 

^ • PC ■ 


HY. 

■fie» 
,HÊ . 
HY’- 


(O 

(5> 


( 6 ) 


et multq)l|ant entre elles ces deux proportion» 

- ' ' ‘ 

relation en vertu de. laquelle on déterminerà le point P de la 
manière suivante : * . 

Sur ^C comme diamètre on décrira une demi-cij^eonféi*feace) 
aù point £ on élèvera la demi-corde £K, perpendiculaire sur le 
diamètre, et l’on joindra HK: par uiie propriété connue on 
aura ■ , 

J . . , : / ' hP_he . . •; , 

> - ■ , 


et par suite 


X. 


HC* HC 


^ _ HK : 

PC HC* ,.r - CO 

On cherchera donc sur la droite AC les deux points P', P ^ tels, 
que le rapport.de leurs distances anx points A et C soit égal au 
rapport de deux lignes données, et l’on aura ainsi deux- di- 
rections dilTérentes pour l'axe de la parabole demandée. 

Résultat qui conftipe ce qui a été dit précédemment , que 
par quatre points donnés on peut faire passèr deux paraboles. 
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Oh a trhuvé - ainsi directenieih, b posit^ . de l’axe, ; si l’en 
voulait déieminer la direction de |a corde AXY conjuguée à cel 
axe , il suffirait de rabattre par un arc de cercle HK sur H Y , 
ainsi, qu’on peut le voir facilement par les équations (4) et (7). 

PROBLÈME. - , t . 

200. CireOiucrire à un parallétogramme donné une ellipse ou une hjrperbole 
dont le» diàmètre» conjugués, parallèles aux côtés du parallélograBune (129) , 
soient dans un rapport donné. '* 

Soient Aj* ±. BV = ± A*B^, 

( le signe supérieur pour l’ellipœj,'l;Mifénear pour rhyperbole) 
les équations des courbes deoSandées , , ' > ’ . 

■■ ■ rB _tn '< ■ ■ 

> Â tt • - 

le rapport donné ; en.déslguMit par 2p , %q , les côtés du paral- 
lélogramme , on aura (1 89) 

± = ±. AV. (2) 

Les relations (1) et (2) semront à déterminer les deini-diamètres 
conjugués parallèles aux côtés du parallélogramme ; eU’on trou- 
vera , par une élimination focile , pour l’ellipse . ! >• - 



poqr l’hyperbole , , . 

• • • B = 



A= - B, 
m' 

que l’on construira facilement à l’aide des propriétés du triangle 

rectangle. ‘ r 

PROBLÈME. • , 

201, Décrire autour d’un parallélogramme donné une ellipse ou une kjçer- 
bole passant par un 5* point donné. 


Les données étant les mêmes, et i, les coordonnées du polat 
donné , on aura , pour délermtûer les deux diamètres conjurés 
parallèles aux côtés du parallélogramme , ’ - • . 

. AYzhBy = 4=AV, " ■ 

' AVdrBV = i:AV5 • 
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Æoù- o2)=0, • • 

■ ., ' ' . ■:-■• " ‘ ; •• 
® ■ - * - — a^‘ / 

Le rapport des diamètres conjugués étant connu , le problème 
est ramené au précédent. 

ii ' . ‘ PROBLÈME. ‘ .. ' 

• ^ ■ I . ■ * ■ 

Décrire autour d'un parallélogramme donné une ellipse ou hyperbole dont le 
rapport des axes soit donné. . , 

A et B étant les deux axes de la courbe demandée , on aura 
pour déterminer le rapport des deux diamètres conjugués A', B', 
partdlèles aux cdtés du parallélogramme , les équatipns 
A«=fcB'2 = A**BS 
• • ' A'B’sin G = AB , 

B m 


d’eù l’on tirera 



et l’on revient ainsi an problèpie du n* 200. 

■ La formule, précédente se rapporte à l’ellipse jla formule re- 
lative à l'hyperbole n’en diffère que par une légère modification. 


202. Nous terminerons ces applications par la démonstration 
d’une propriété assez remarquable -des foyers et des «ordes 
cenjugnées dans l’ellipse et l’hyperbole. 

THÉORÈME. *. 

/ 

Dans toute ellipse» la somine de deux cordes conjuguées qnelcôn({nes passant par 
le même foyer ou par les deux foyers ést constante. ' 

Dans Phyperbole, la diffâence des cordes mt constante. . - 

Nous indiquerons seulement la marche du calcul et le résultat. 

A*1J2 (1), équation de l’ellipse' rapportée à;son 
centre 'et à ses axes ; y^a {x — c)' (2) , y — a' f jr — c) (3^) , 
droites passant parle foyer c = l^A^ — B ; positif, a et o' étant 
liés par la relation des diamètres ou des cordes conjugués' 

Ra ••• . ‘ 

il ^ t: y 

On cherchera les coordonnés des detut points d’intersection de 
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la droite (S) et de la courbe (1) , et, apppclant D la distance de 
ces points , on ^oùvera 


D: 


2AB2(i + o2) 


AV + B* ' 
pour la deuxièiiie droite (3} on aura de même 

AV-hfi2 ’ • • - • • 

substituant daps celle expression la valeur de o'* tirée de l’é- 
quation (A), et additionnant , on trouvera , après avoir réduit , 

pour l’hyperbole , on trouvera’, par un calcul semblable , 

4A* — 4B2 - -, 


D — D' = - 


2A 


DES TANGENTES DANS LES COURBES DU 2« DEGRÉ. 

20S. Dans l’accepjlion naturelle du mot , une ligne est tangente 
à- une autre ligne lorsqu’elle ne fait .que toucher cette ligne 
sans la traverser. / . , 

On ne peut définir la tangente par la seule condition que cette 
ligne droite n’ait qu’un point commun avec la courbe : car on 
sait qu’il exis& dans certaines courbes du deuxième degré des 
droites , les diamètres de paraboles par exemple , qui n’ont 
• qu’un poieu commun avec elles et qui ne sont pas des tangentes ; 
et de plus on peut concevoir des droites tangentes et sécantes à 
la fois à une même courbe (fig. 76) : on préférera doncla dé- 
. finition suivante , plus exacte et qui s’applique à toute espèce de 
courbe. *■ « ^ • . ' , ' 

, • Là tangCBie est h (tOsition^ue prend unè sécante lorsque^ après avoir coopé la 
courbe en deux.ou plusieurs points , elle a tourné autour d’un de ces points d’in* 
tersection jusqu’à ee que deux de ces points se confondent en on seul. ^ 

D’après cette définition, il sera facile' de trouver l’équation 
générale de la tangente aux courbes du deuxième degré. 

Sok l'équaikm générale * ^ 

Bary Gar^ -}- Dy -j- Ejt -j; F = 0^ 
et ■ '• ' = 
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i’éqnation d’une droite^ queicoiu|ire passant par ileu.'K, points 
y' \ y’’ ■ si ces points appartiennest à. la courbe » ôn aura 

les équations , 

^ Rp'/ 4- Cæ'» + Dy' 4 î^' + F = 0 . 

• ky^ + + E** + F== 6^ 

d’où l’on tire par la soustraction 

A(y’’-»’)(ÿ’’+y’)+B(x’y’-0!’y^+C(i”-*’)(»”4^’)+b(y’’-ÿ’)+E(®'’-®’) ==•<>; 
et si l’on observe que ■ 

^jT ^ 5 ^ 9 

on en- conclura pour l’équation de la sécante à la courbe 

. ' |B(y» + ÿ')-i-C(:r' + a?’,) + E 

(y-y’)=. t(x-x'). 

A(y* + y')+ÎB{af -fa-)+D ' ’ ’ 

Si l’on fcit dans cette équation — =* y'i l’équation ré- 

sultante , 

y-ÿ'= — 

sera, l’équaiiôn de la tang 
On retiendra facilement cette équation si l’on remarque que 
le coénicient de x n’est autre chose’que la dérivée de l’équation 

Aj''2 + Bxy-}-(lr«-}.Dÿ'-l-Ex'+F=« , ' ^ 

par rapport à divisée par la dérivée de fcetto éqoatioBi par 
rapport à y» y le rapfpwt étant pris en s%iie contraire. 

Chassant les dénoninatenrs , et simplifiant f an lit» de ïéqua- 
tion (T), on aura a 

aAjy-pB(xy’ + y»’)+*W4.D6r+j’)-i-EC»-f*(’>+3F“^ Iff) . 
Lorsque le point x', y', sera un point dowié delà courbe, cette 
équaljon^sera complètement ''déterminée , ^l’on pourra con- 
struire la droite qu’elle représente. - r 

' S04. S’il s’agit de mener par nn point donné une tan- 
gente à la courbe , l’équation (T') donnera ' • ^ 

2A/8/-t-B(«/-f ^x’j-l-acJB’-fDf^-l-y^-l-ECa+O+SF^O , (C) 
et les coordonnées du point de contact x<, ÿ', seront déterminées 
par la combinaison de cetté équation et de l’équation • 

Ay * 4- Bxy -I- tlr'2 4- Dy' -f Ex' -f F == 0 . 


By'4-2Cx'4-E,_ 

2Àÿ'4:Bx'4-ï)^"’ 

ente à la courbe au point x', y’. 


(T) 
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Or la première de ces 5euX équations , représentant une ligne 
droite, est précisément l’équation de la droite passant par les 
pqints de œntact, et représente la corde de contact elle-mêmé. 

Si le point par lequel les deux tangentes doivent être menées 
est^pris pour origine, à cause de «?= 0 , p = 0 , l’équation de 
la corde de contact devient 


Dÿ' + Ea? 4-2F = 0. 


n 


205. Reprenons le nîéme’ problème , en appliquant la même 
méthode, à l’équation générale , mais plus simple , des courbes' 
du deuxième degré , afin de découvrir de nouvelles propriétés 
de ces courbes. 

» , PROBLÈME. 

Par un point donné sur une courbe du S* degré mener une tangente à cette 
courbe. - • ‘ 


Soit 


yaz=^-jr 


(*) 


l’équation des courbes du deuxième degré rapporlée au som- 
met et à detax diamètres conjugués quelconque». 

En considérant la tangente comme une sécante dont les deux 
points de section se réunissent en un seul , l'équation de la sé - 
cante passant par deux points donnés de la courbe T', (^, y'}, 
N (ar' , y*) (fig. 77), sera de la forme 

y' y" 

et l’on exprimera que les points T', , N’ ; a»*, / ; jc", y" , appar- 
' tiennent à la courbe, si , combinant entre elles les équations 

y'^ = gaf^, - (î) 


y"^ = 2j»ir" -}- gar"* , 


(’i) 


on en lire la valeur de ^ pour la substituer dans l’équa- 
tion générale de la sécante. 

Or, en retranchant lu seconde de la première de ces deux 
dernières équations on obtient 

2p {x' + — 

OÙ (ÿ' —ly") (y’ + y") =2p{x'— x^) (x' -f- x") (x' —x”), 

y'. — -j- g g*) 

x' — x' y'-^y* ' 


et enfin 


— 1«8 — ^ 

LVq«atîôïï de la sécarHe SS' à là cour^ deviendiÿ donc, parla • 
substilufion de' cette yaleiir, * ■' 

; ■ ; - -/.(S, 

Maintenants! i’on suppose que la sécante tourne âutour clMn 
des points dé section {x,' y') par exemple, le second pomt y") 
se rapprocl^B! de plus en plus du premier; et ehfin.quand ces 
deux point « seront confondus en un seul, etalors onaura x’=zx'', 
y' = ÿ”,’ l’équation précédente, dévenue*, Joute réduction faite, 

- , _ (T) 


sera précisément l’équation de la tangente P.T', au point donné 
T, , (x' y') , et pourra être facilement construhe. 


S^OG. La combinaison de l’équation (T) et (1) fera coAnaitre 
le*8 deux points de tangence, lorsque a^ |9,'seront les coordonnées 
d’un point donné. L’équation (T) r-éprésente alors la corde T.T'^ 
qui 'joint les points de contact des deux tan^Otés menées à la 
courbe par lé point P, (a, ^). . , . ’ , . - , # 

L’équation (T), réduiteâu moyen ,,de l’équation (1), prend la 
forme ^'^(p-\-qx')d+j>x ’ , ou encore (a -\-x') -|- qaxf~ 

Si Pon y faity' = 0, pour déterminer le point où Ja , corde de 
contact rencontre l’axe des x , on aura * 



p + q» 



Ce résultat, étant indépendant de p, montre que, si d’un autre 
point P, pris sûr la droite LP.P,L', parallèle à l’axe des y, on mène 
deux nouvelles tangentes à la courbe , la nouvelle corde de con- 
tact passera de m&me par le point I. 

De là , par^ conséquent, ce théorème général: ■ 


THÉORÈME. 


' ' s de tous les paints d’une drobe çn mène des couples de tangentes à une courbe 
«tuelconque du 3* degré, toutes les cordés de c..htact se couperont en un seul et 
même point situé sur le didmètre conjugué du diamètre parallèle à la droite donnée. 

En effet, si le point P (fig. 78) , par lequel les deux tan- 
gentes sont menées à la courbe ,■ est pris sur l’axe des a: , la 
corde de contact, réduite à(p-|-y*')«-4-pîF' — D , représente 
«ne droite parallèle à Taxe des y- ~ ' 
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■ De plus , si , dans l’équation de la couri» y*' = 2/>jr» -|- » 

l’on sùbslilue la .valeur *'= — r-, 

’ ■ P qrot ' 

011 obtiendra poBr y' deux Taleurs égales et de signe 'contraire , 
ce qui prouve que le diamètre OX partage en doux parties égales 
la corde de contact parallèle à son conjugué. 


207. On appelle $ou$-tangente la partie IP de l’axe des x 
comprise entre l’abscisse du point de contact et le point où la 
tangente vient rencontrer l’axe ; ainsi pour trouver cette lon- 
gueur il suffira de faire y = 0 dans l’équation de la tangente , 
et là valeur résultipnte de x, + ** représentera la sous-tangente. 
D’après l’équation générale de la tangente ■ 

yy'=p{x-\-x‘)-\-qxaf^ 


on obtiendra 


*0 + ^ 


■ 2/w' -+- 
p-\-q3f 


Si y = 0 , la sôus-tangente est égale à 2<x'.- Donc .. 


, • THÉORÈME. 

Dans la parabole la sous- tangente est double dè l’abscisse. 

Ce qui fournit un moyen facile de mener la tangente à la pa- 
rabole par un point de la courbe. . 

208. Si l’on tqipliqne le même calcul aux équations de l’ellipse 
et de l’byperbole, rapportées à. leur centre et à deux diamètres 
conjugués quelconques , dont les équations sont > 

AV + BV = A^S (E) 

^ . ■’ ■■ (H) 

on trouvera pour les équations des tangentes 

A*yy' -j-: B^ataf' = A^B^, 

A*yy' — B^rà' ==: — A^B*. 

Si l’on lait y=.0 et « = 0 dans ces équations, on trouvera 

^2 B2 B* U I 1 

^0 = ; ^0 = + . ellipse , ou — - , hyperbole. 

y y , 


THÉORÈME. 

Date l’ellipse et dans lliyperbole chaqlie diamètre conjugué est moyen propor- 
tionnel entré la distance au centre du point où la fangoite renconUe-le diamètre . 
et i’Mdbnnée Ott l’abseiase du pOut de tangence. . . 
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La valeur de , étant iodépendaiite de B' et'de^, sera la 
même pour la tangente au cercle du rayon A en un point. dont 
l’abscisse est la même 5 ce qui fournit le moyen de mener la tan- 
gente à l'ellipse par un point donné de la courbe. 

On en conclut aussi une remarque analogue pour l’hyperbole 
éqiiilatère. 

Dans l’hyperbole , à mesure que a?' augmente, la valeur de 
Xo = -7 diminue, et tend sans cesse vers zéro’, valeur correspon-' 

' danle à ar' = 00 , et alors la tangente n’est autre chose que l’a-; 
sympiote , que f on peut regarder par conséquent connue la li- 
mite des tangentes à l’hyperbole i ce que l’on peut démontrer 
analytiquement de la manière suivante : ' 

L’équation de la tangente à l’hyperbole donne 

' B* 

y'/ 


et, remplaçant y'- par sa valeur tirée de l'équation de la courbe 
on aura 




À2 





Divisant les deux tçrmes de chaque fraction par x',''puia faisant 
X* == oe , et réduisant , on aura < ■ 

B ' 

' . ' y =s ^ X , équations des asymptotes^ 


309 . [Si l’on suppose les axes coordonnés rectangulaires, 
d’après les équations des tangentes.aux trois courbes du deuxième 
degré •- f, .. , - • 

D2 

' B^x* B^ " ' ' ' 

' ' • + byperbofeî 

+ parabole; 

eu discutant les valeurs des tangentes des angles que ces droites 
font, avec je grand axe ou l’a.\e trausverse on trouvera.que t 
Pour l’ellipse , la taugeote est perpendiculaire au grand axe 
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aux doux sommets' correspondants à cet axe , et lui est paral- 
lèle aux deux autres sommets ; entre ces quatre points l'angle 
augmente ou diminue, tantôt obtus, tantôt aigu; 

Tour l’hypèrbolê, la tangente est perpcndicnlaii-eà l’axe trans- 
vorse aux deux sommets , toujours faisant un angle aigu ou 
obtus avec cet axe, pour la môme branche ; 

Pour la parabole , la tangente est perpendiculaire ù l’axe au 
sommet de la courbe, faisant partout^ailleurs un a'ngle aigu avec 
l’axe. . ' 

210. 'Par le centre do i’olUpae ou de l’hypocbole menons une 
droite au point de contact : cette droite aura pour équaiionj / 



et l’angle T , qu’elle fait avec la tangente , sera déterminé par la 
valeur de sa tangente 

tangT » .. 

le signe supérieur correspondant à l’ellipse', l’inférieur à l’hy- 
perbole. 

Dans le premiercas, on reconnaît que cet angle ne peut être 
un angle droit que pour 07* = 0 ou ^ = 0, c’est-à-dire aux 
sommets de l’ellipse. 

, Si A B , c’est-à-dire dans le cas dn cercle, le itiy on .est tou- 
jouts perpendiculaire à la tangente. 

Dans le cas de l'hyperbole , le rayon n’est peipendiculaire à 
la langentequ’au sommet de la courbe ;et, à mesure que le point 
de la tangeate s’éloigne dndéhniment sur la branche correspon- 
dante aux abscisses et aux ordonnées positives, l’angle du rayon 
du centre et de la tangente diminue , et tend cesse vers zéro, 
valeur qu’il n'atteint que lorsque la tangente se confond avec 
l’asymptote. ' 

* • f ^ ’ * 

911 . En multipliant entre çux les coeflicients de a; dans les 
équations du rayon et de la tangente on trouve pour produit 



condition des diamètres conjugués (171); d’où l’on conclut ce 
théorème : 


GoOgl 
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THÉCmÈME. 


.< . 
-}■ 


Dans l’ellipse et dans rbypérbole la tangente en un point quelconque est pa- 
rallèle au diamètre conjugué de celui qui passe par ie, point.de contact. , • 

On peut le dérnonlrer {rénéralement de la manière suivante : 
Ou a trouvé pour l’équation de la'tangentfe-en un point quel- 
conque (a?', courbe 


.r=^- 




( 1 ) 


SI par le centre dé^la cOurbe, dont les coordonnées sont ap* = — - , 

y* z= 0 , on mène une droite au point de contact , ré(^uation de 
ce diamètre sera 


^ = — P 
? 


Multipliant èntre eux lés cofficients de at les équations 
(1) et (2) , dnpbtient entre les rapports des sinus des angles que 
font avec les axes la tangente et le diamètre passant par lepoint 
de contact v 

• > > 

relation indépendante des coordonnées dq point de contact. 

Si .g=— 1, DT -^-1= 0 , et si les axes auxquels la courbe est 
rapportée sont rectangulai^ , D et T représentent les. tangentes 
des angles que la tangente et le diamètre font avec l’axe des x. 
Ces droites se coupent donc à angle droit , oé qu’dn pouvait pré- 
voir, puisc^ue dans cette double hypothèse la courbe est' une 
circonférence. . . 

t 

' ' ' k 

SIS. Q uant à la sdu&>tangente à l’ellipse et à l’hyperbole, dont 
les équations rapportées à leur centre et à deux diamètres con-" 
jugués quelconques sont-' 

. • r Ay dbBV =±:A*Ba, ' . 

A* — Æ'* 

ou a pour l’ellipse — 


pour l’hyperbole 


• ï ' — •^0 = 


æ'* — ^ A* 


A2 
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213. Soit proposé maintenant de mener une tangente à l’el- 
lipse par un poînfdonné (a, ‘ 

On aura pour déterminer le Jidint de tangence (x , y) les deux 

équations ... 

A Y + BV == A’B» , (1) 

V A»^y-l-B»c<ar=A»B\ ' (2) 

d’bù l’on lire, par soustraction , et en complétant les carrés dans 
l’équation résultante, * 


et en6n 




4A^ 




•=1, 


(3) 


/ \ . . ■' 

équation (Tune ellipse ayant son centre au milieu de la distance 

du point donné au centre de l’ellipçe proposée, et dont les demi- 
diamètres conjugués , parallèles aux diamètres conjugués de 
l’ellipse proposée, sont 

1/ A’fi’ 4- B’à* 

V. , ^2T~ ’ , ,2B 

Si la courbe est rapportée à ses axes ,^ccs xaleurs exprime- 
ront les demi-axes de l’ellipse (S). 

Dans celle même hypothèse , si la courbe primilivé est un 
cercle A = B , l'équation (3) devient, toute réduction faite, 

r PI’ . r «1’ 

ï— . 

' équation d’un cercle dont le diamètre est égal à |/ «’ -f- , 

c’est-à-dire à la distance des centres. 

D’où l’on conclut la construction indiquée dans les éléments 
de géométrie. ' . * 

En général , les points de tangence seront déterminés par l’in- 
tersection des courbes (1) et (8). 

On trouverait pour l’hyperbole un résultat analogue ; nous 
laissons au lecteur le soin de le chercher. 

214. Au surplus, en combinant directement les équations fl) 
et (2), on trouvera pour les coordonnées des points dp tangence 
. / B’a> ± jS KFiS' -f- B*«> — FF» 


— i§4 




Ttf.f*. 


» » ‘ . 

^ g + B-«* — ‘>z . 


. Quand le point (lonné(a, fi) est au dehors de l’ellipse, *Ia quantité 
A®/5*-|;BV — est positive, et ces valeurs sont réelles et 
inégales : il y a donc deqx tangentes. ■ ' ” 

4 - Quandlepointest donné sur Ja|coorbe, ~ 

et l’on n’a plus qu’une tangente. * * ' 

Enfin , si le point est intérieur, J^.fi^ BV — A*B* < 0 f et 
ces valeurs sont imaginaires. Qnne peui^onedans ce cas mener 
une tangente A l’ellipse. ^ , 

... ^ y 

918. Nous aHons^maintenant chercher l’équation de.l^lan- 
gente par une autre m^hode et par. un calcul difTérent , ce qui 
nous permettra de conclure de nouvelles, propriétés des courlims 
dn^^deuxième degré. ' ■ ’ ‘ . 

'''Soit 'Toujours l’équation générale des courbes rapportée à 
deux diamètres conjugués quelconques ‘ ' ■ . . -j • 

: . ( 1 ) 

»ét t y — |3 = A.(ar — a), 

• * ' t 

..réquation d’une droite quelconque passant parle point dont 
les cordonnées sont' ' tj’ V 
Si l’on élimine entre ces dcux’équations j ptourtronrer tes 
coordonnées des points communs de la sécante et de-ia courbe, 
èn substituant la valeur dé y tirée de l’équation (2) dans l’-équa- 
tion (1) , on irouvérè ' ' 

; [P + A(x-^,a:)]^t==ipx-^qs^; I ' 

développant et ordonnant parraj^rtAat, oa obtient ^ toute 
rëduoübn- faite,.. • i 

(A* — q) X' — 2 [A (Aa — P) ^ (A« j3)’,=c ft. . (8) 

Cette'équation donnerait pour x deux valeurs,* qui seraient les 
abscisses des deux points de section de la droite et de la courbe. 

‘‘‘ Mais si l’on veut que ces deux points séT- cou foudeiit en un 
seul , il faut nécessairement que le premier membre de l’équa- 
tion (3) soit un carré parfait, c’est-à-dire qu’il faut que Fou ait 
entre les coefficients de ce poly nème la relation 

, (; 2£A(A« - P) -f p] ) 1 - à (A* >9KA« p)’’= 0. 
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Développant cette équation de condition , et ordonnant par 
rapport à A on trouvera > • • 

A* (2pa -j- qa?) — qa) A -J" = 0 • (û) 

tes axes étant quelconques, A exprime le rapport de*s sinus 
des angles que la tangente doit faire avec les deux axes, et 
comme la valeur de A dépend d’une équation du deuxième 
degré , il s’ensuit qu’il y a généralepicnt deux tangentes menées 
par le point (a , p) à une courbe quelconque du 2* degré. 

Au surplus , la résolution de»réqualion (4) fait reconnaître 
dans quel cas le problème est possible ou impossible , et admet 
une ou deux solutions : on obtient en ellef,- en résolvant et ef- 
fectuant les réductions sous le radical , 

• ^ ■ • 

A = À (/^+ 9«) —P y'?' — ~ gg* 

2/Ht + ■ 

Si donc le point («, p)est intérieur è la conrbe, auquel cas 
2/ja — > 0 , il^y aura deux tangentes; une seule si 

— 2pa — ga = 0 , auquel cas le point est sur la courbe ; et , 
enfin, le problème est impossible si le point est intérieur, 
puisque dans ce cas le radical serait imaginaire , à cause de la 
relation ^ — 2pa — ga^ < 0. 

Ayant de tirer d’autres conséquences de l’équation (4) , exa- 
nainons le cas où le point est donné sur la courbe. Alors 

— 2/»a — get* = 0 , . . • 

et la valeur unique de A devient, à cause de cette relation même, 
^ |3 ' 

valeur obtenue précédemment par une autre méthode. (205) 

* 216. Si la courbe est rappontce à scs axes principaux , A re- 
présente la tangente de l’angle que la tangente à la conrbe doit 
faire avec l’axe des x, et ù cause de la double valeur de A , dans 
le cas où lè point (a , p) est extérieur, le produit dés tangentes 
des angles que les deux tangentes à la courbe font avec Taxe 
des X sera exprimé par le terme indépendant de A dans l’équa- 
tion (4). Si donc l’on veut établir que les deux tangentes sont per- 
pendiculaires entre elles , on aura la relation 
l-j-A'^-rTzO; 


; et par conséquent 1 ' 

équation qui prend la fbrnie • r* ^ . ' ' ' , 

« ...., ' + 2;>a4-p2=;0, 

ou , si f n’esl pas nul, . / ‘ • > " 

'' ' 

équation d’un cercle eoBcentrique à la courbe proposée. ' ) 
Si g = 0 , K = — ^ représênte Une ligne droite , qui n’est au- 
tre chose que la directrice. * , J ^ ' 

Dn conclut de cette analyse ce théorème générai : . ' 

- - THÉORÈME. • • 

|r Le lie« géométrique des pqinis de rencontre des tangentes perpendiculaires entre 
elles est, pour l’ellipse et pour l'hypérbole , une drcontérence concedtfiqne , et, 
ppnr la parabole, la directrice. ^ . 

V' ■ ' • , /I ' 

' Si7. On peut' se proposer ce problème plus général : 

' ‘ ■ ' PROBLÈME. ' - ' 

Déterminer le lieu géométrique des points tels, que leî couples de tangentes ine- 
. uèes de chacun d’eux à une courbe ^elconque du S* degré fassent constamment 
un même angle donné. ^ 

.£n désignant la tangente 'de l’augle donné par lang a,‘ on aura 
à satisfaire à Ja relation , ^ , 

' r+ÂÂr”*®”®®’ 

- or , d’après l’équation (4) et la valeur générale (5) , on a 

P‘ + of' 


AA« = - 


, ^ ,«'A'^A=2£t:S£V=^’ 

2/>a -j- ça* ipa -f- qa.‘ 


et par conséquent l’équation de condition deviendra , toute ré- 
duction faite, , 

~P 2p« — ga* = (p* -f + qp*) tanga, 

équation du quatrième degré , généralement. ’’ , , 

Faisant pour abréger ^ , 

S/' ~p‘ — — qi’ — k , d’où 2 />« -4- î«* = P* — A* , 

et par conséquent A — -f ?)+p* — A*] tan^a = 0; 
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-3E_ i — s* m . 


tang a 




laog 


â=^t^(üF;)’+ ‘î 


( 6 ) 


S18. Cas particaliers : - - ^ 

Si a est un aogle droit , réqaaiion (6), à cause de taog a =sto , 
sia a = 1 , se réduit à . , 

* ='=t P^p* 4- P* (1+î)- ’• 

Elevant au carré , remplaçant k par sa valeur , et réduisant, on 
retrouve l’équation ^ ’ -T 

(P* + 9 + 2p“ + ~ ®* ^ , 

• 219. Lorsque ç'== — 1., janquelcas l’équation y*= 2par — aP, 
représei^le une circonférence dont le rayon est p, l’équation (6) 
donne * ' 

— =—p( r~r ~ — ^ (ç®® 1)» 

^ ^\tango sm a/ sino^ ’ 

et par conséquent 


+ «* — 2 P? = (Iq: COS a) , 


'et cause de 


lq=coso __ 1 ou = 


sia O ^ . ' 1 

- tangua 


tang - a, 


selon que l’on prend le signe supérieur ou le signe inférieur', 


..1 




'-.«.'.J- 


P‘+cc‘—Sipc(z=p‘ tang’ - a .• ou p’ +«* — 2p« =— ^ , 

► / tang* -O - 

équation d’une circonférence concentrique à la circonférence 
proposée , et dont le rayon est facile à déterminer. ’ 

220. Si 9 = 0 , ç*^st-à-dire si la courbe proposée e^t'une. 
parabole , l’équation générale devient , toute réduction faite , 


2p« = p-f-2«, 


tanga' ’ ' 

»v* ' 

d’où _ P* — 2p« =.f R + y tangua , 
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équation d’une courbe du deuxième degré , dont il s’agit de dé-r 
terminer le genre et les éléments. v -■ ' . ^ 

On la mettra d’nbordsous la forme' _ 

' P* — tang* a — P (tang* a -f? 2) « — j- tang* a = 0; 

et, complétant )e carré du binéme en «t, on trouvera , toutè 
réduction faite, . ^ ' 

p;-i.De;« [•+,(-* + , 

équation d’une hyperbole , dont le centre est sur l’axe dé la pa- 
rabole , à une distance du sommet exprimée par 

' \2 tang’ qj* 

etjdofltle^ axes sont • « 


r ■’ A=-: — , 

’ • ■ sm a tang a ’ 


• B 


siB a 


l’axe transverse dfe l’hyperbole coïncidant avec l’axe de la pa- 
rabole." ' ’ • ' 

. On reconnaîtra sans peine que l’;^gle des asymptotes, est 
double de l’angle donné. ’ ' . 

S21. Voici maintenant quelques propri^cs remarquables des 
. foyers relativement à la tangente. 

.f * ■ * r » 

■ PROBLÈME. ' ‘ 

I * ' 

Déterminer l'angle que lait là ^tangente avec le rayon vecteur mené des foyers 
dans les courbes du 2* degié. 

■ ■_ .. - 1 , • 

L’équation, générale de ces courbes rapportée au sommet et à 
leurs axes priucipaux étant == 2/>a?-i- la tangente eu 
un point quelconque (x ' , y?) aura pour équation 

, ■ ' y < ' " ., . - 

. et eu désignant par (a , 0) les coordonnées c^un foyer, l'équatien 
du iniyoD vecteur passant par le point de tangence sm*a • ■ 

• • » ^ ' 

papvconséquent la tang[eute de l’angle queliÿ deu& toiles 
font entre elles sera ird’après^ lu relatioD cannûe - 

% 
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laujjr— ^ , 

substituant pour A et A’ leurs valeurs , cl ea réduisant 

{p-\-qx')a — ' 

tangr Ty'[(p — oH-x'C-l+î)] 

Si l’on substitue 'dans celle expression la valeur générale de 


l’abscisse du foyer' 
on trouvera 
tang 


a=-P(_ît;:k'ï+^). 

^ \ 


^ P r p±(p + g^)^^ 

y'k'l+î L (p + ?a^) + 


et, selon que l’on prendra les signes supérieurs ou les signes^n- 
fcrieurs , ^ 


tang X, = — 


r-, iang®. = + 




y'Kl + î 

Les angles que les deux rayons vecteurs dès foyers font avec 
la tangence au point de contact sont donc suppléments 1 un de 
l’autre , e» par conséquent : 

THÉORÈME. ^ . ' - 

Dans l'ellipse et dans l'hyperbole , la tangente divise en deux parties égales l'an- 
gle formé par l'un des rayons vecteurs et le prolongement de l'autre. 


Dans la parabole^ Fune des deux valeurs générales se présente 
sous la forme et l’autre , lang v = ^ , qui est précisément la 
tangente de l’angle que la tangrnle à la courbe fait avec l’axe , èt 
par conséquent : ‘ 

THÉORÈME. * 

V • - ‘A* 

Dans la parabole, la tangente bit avec le rayon vecteur du foyerle même angle 

qu'avec le diamètre passant par le point de contact. 

\ 

On conclut de là le moyen de mener une tangente à une courbe 
du deuxième degré par un point de la courbe ou par un point 
extérieur. “ - 

S22. Pour la’ parabole , si l’on transporte l’ongine en un 
point quelconque O' (fig. 79) de lacourbe^ en prenant pour axes 
le diamètre O'X' et la tangente O'Y' en ce point, on aura à sub- 
stituer dans l’équation les formules 
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ÿ = J»' sin « +y' sin «’ 4- A , xz= a?* cos « -f. y' cqs a’ -f. o î 
a et £ étant les coordonnées da point O. 

Or on a sin « = 0 , cos a = î , puisque le nouvel axé des x 
est parallèle à l’ancien , ... 


et 


* tanga' ' 


sin a' p= - — P , •_ , 

K 1 -j“ laug* «' {/'p' 


à cause de tantï a' =;Ç . cos a' = ^ . 

^ ixp^Tï--' 


tang* 

les formules, de transformation seront donc 

_i. ^ I I I . , 

,x y — i” ^ “4” b , Sf -f- 


et, les substituant dans l’équation de la parabole; on obtiendra ^ 
toute réduction faite , t 

.• ^ ' p,._ 1 

et, à cause de la relation =: S^a , 

, !,'^ = lli^a+0x'. \ ... ^ ' 

Or, la distance du foyer au point O'—" ' ■ 


— ^ \ P 


0'F=à + 


•’lX . 


2 • 


donc, le coefficient de i» dans la nouvélle équation de (a para- 
bole est égal à quatre fois la distance du foy«* à l’extrémité da 
diamètre auquel la courbé est rapportée. Donc - . - , ^ 

THÉORÈME, 

Dans toute parabole* le param^tre^d'un diamètre queloonqimeat égal ft quatre 
fois la distance du foyer MVxtrémilè de ce diamètre. 

• . J . ' .1 . . 

Ce qui servira à déterminer le foyer lorsqu’on connaîtra un 
système d’axes conjugués de la parabole et le paramètre à ce 
système, et réciproquement le paramètre d’un diamètre quel- 
conque quand on connaîtra le foyer. 

Rynarque. Si l’on observe que, l’ordonnée du foyer dé la pa-. 
rabole étant égal à /> , la valeur de tang v devient égalé à 1 , on 
en conclura ce théorème : • ' ’ • ■ ‘ . t. 

’ ' THÉORÈME.' . ' 

• Dans toute parabole, h tangente fiût liû angle de ’at)» i l'etlrémHé de l’ordonnée 

qui passe par le %er, • . ' ... 
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’■ ''problème. 

^ ‘ 

âS5, D'un point donné dans le plan d’une conrl)e du î* degré on mène de* 
perpendiculaires à Ulules les tangentes à la courbe ; déterndner le lieu géométri- 
que des piads des perpendiculaires, 1“ dans le cas général, 2“ lorsque le point donné 
est un fojer de la courbe. 

Soient a , b, les cordonnées du point donné , 
et ' . = ipx + Cl) 

l’équation générale des courbes du deuxième degré , rapportée 
au sommet et à leur axe principal. 

L’équation de la ungeuie en un point quelconque (x, y) 
sera f 

* (2) 

et la perpendiculaire abaissée du point (a, b) sur celte tangente 
aura pour équation 


p-i = . 


■ (et — a). 


I v» Co) 

^ P +ÇX J ! 

Il suffira donc d’éliminer a: et^ entre les équations (1), (2) et (3), 
et l’équation linale sera le lieu géométrique des points demandés. 
L’équation (2) , en vertu de l'équation (1) , donne | 

= (/> + çar) St -f y*.— px — qx^ =z(p+ qx) a — px , 


d’où 


et 


— y — — (A> + 

‘ ' P ’ 


En multipliant entre elles les équations (2) et (5) , il yieut ^ 
(P - ÿ) {P- A) = -«■ ( «- X) (a- a) , 


(S)t 


0‘ —p(t)—{p+qi») X 

' P 


]• 


d’où 

6 A 

a — xzzz—C — — (j3 — y): 
a — a 

et, toute réduction faite , 

— A) (P + aj^ ji 

Substituant cette valeur dans celle de y, effectuant les cafculs et 
réduisant, on obtiendra 

y pep + y«) (^ — A) -fî(a — a) (2pa+ 7 a*) 

• (jS — Â) (p + 7« + P (a — a) 


P 


Di ■ 


ÿ = x' sin *4-y' sin «' + A, x==x' cos a -f y' cqs a' -|- o j 
a et i étant les coordonnées du point O. 

Or on a sin a = 0 , cos a= 1 , puisque le nouvel axé des a? 
est parailcle à l’ancien , . ■ ,/ 

P ‘ ‘ 


et 




sin a' = 


V'i -j“ langV' i^p*+Â* A 

à cause de tang a' , cos a' = ■ . . , ^ * . 

• KïTtâng'a' p^p‘^h'' 

les formules, de transforinailion seront donc ^ ' 

^ , ■ 


. > y — b f X = af -J- 


et, les substituant dans l’équation de la parabotèj; on obtiendra^ 
toute réduction faite , i 

• • ■' ‘ p>« — j ' 

- A ^ P .«»- 

et, à cause de la relation = S;»a , 

Or, la distance du foyer au point O' '' * ' ■ 

■ ■ 0'F = à,+j:. ^ 


donele coefficient de a?» dans la noûvellé équation de (a para- 
bole est égal à quatre fois la distance du foyer à l’extrémité da 
diamètre auquél la courbe est rapportée. Donc - , - . > 

THÉORÈME, 

Dans toate parabole, le paramMre d'un diamètre quelconque est'égal i quaUe 
li^ le d^nce du foyer à-l’extrémitè de ce diamètre. 


Ce qui servira à déterminer le foyer lorsqu’on connaîtra un 
système d’axes conjugués de la parabole et le paramètre à ce 
sptème, et réciproquement le paramètre d’un diamètre quel- 
conque' quand ou connaîtra le foyer: 

Remarqué. Si l’on^obserye que, l’ordonnée du foyer de la pa-, 
robole étant égal à ^ , la valeur de tang » devient égalé à 1 , on 
en conclura ce théorème : • ‘ . t . 


théorème. ■ 

‘ bans toute parabole, b «Sngèikte fait un angle de SD‘ i l’etlrèmité de l’ordonnde 
qui paaae par le foyer. wa 
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' ''problème. ( V 

‘ S&3; D'uii poiot donné dsns te plan d’ane cpnrbe du 3^ degré on mène des 
perpendiculaWes à t^tes lés tangentes à la courbe : déterminer le lieu géométri- 
que des pieds des perpendiculairesi 1° dans le cas général, 2° lorsque le point donné 
est un tbyer de la courbe. . 

Soiénta , les obrdonnées du point donné , 
et ' . * 4* 

l’équatiuii générale des courbes du deuxième degré , rapportée 
au sommet et à leur axe principal. 

L’équation de la tangente en un point quelconque {.a>,y) 
sera , ' 

, P _', = £±!î *■ . (S) 

v' y 

et la perpendiculaire abaissée du point (q, b) sur cette tangente 
aura pour équation - 


1 — i = . 


• (a — a). 


V»* Wi. (o) 

qw / • 

/ 

Il suftira donc d’é|iminertcet^entre les équations (1), (2) et (3), 
cl l’équation iiuale sera le lieu géométrjique des points demandés,. 
L’équation (2) , en vertu de l'équation (1) , donne i 

, py — {p-h qx)u+ y* — px — ;qx^ :={p+ qx) » — fx , 
pa+(.p+q»)x . '' 


^’où 


et 


P -r- y = + 


P 


£n multipliant entre elles les équations (2) et (3) , il yient 

(P — ir) (P — ^) = -f ( “— f » 

d’où > t 

_ P-rh 

te— '» = — ■£ — : — I 

« — a 

et , toute réduction faite , 



~(^‘—p«)-^ (p +p«) »”| 

\a — dj 

L P J 


__ o( )5 (a — a) 4- iP~b) —pa) 

■ - — 


(J3 — 4) (P + y«) + P (et — a) 7* 


Substituant cette valeur dans celle de"y> effectuant les cafçuls et 
réduisant, on obtiendra 

y p(p + gu) \ p — b ) -t-* (a — a) (2pg 4~ ?«■) • 

• iW (p + yiii + P (à — a) 


m 
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On a donc les deux valeurs de « et de ^ ; U ne resterait plus qu'à 
subsutuer ces valeurs dans l’équation (1) ^ et réquation finale 
en a, P , représenterait la courbe, lieu géométrique'demandé. 

224. Mais sans résoudre le problème dans le cas le plus gé- 
néral , , ce qui donnerait une équation finale ‘d’un degré très 
élevé , supposons que le point donné soit un des foyers de là 
courbe, condition qui donne pour a et é les relations é = 0 , 
P 3®* = 0 , et les valeurs de ar et y deviendront 

" % ■ •i 


^ (a — 

~ (« — a) - i 

P [(/> + 3«) + (« — a)] ■ 

Substituant ces valeurs dans (1), et faisant, pour abréger, 
P* — 2/»a — ga = At , on trouvera, après réduction faite, 

* (A [(«-fl)* — 9p‘]~P*C(P+Va) + (a-o)]*)=0. (É) 

Afin de ne pas compliquer les calculs ,' nous laisserons à part 
le facteur k , que nous reproduirons dans l’équation finale , et 
nous ne considérerons que l’éqnaiion ' < 

H(« — — P*[(p+î«)-j-(«'-a)] *=!=0. 

Substituant au lieu de i sa valeur , on trouvera, en effectuant* 
les calculs et ordonnant 

. ■ . ' 

'Çê* + (/>2- 2ap -f 2«p-t- 27«* -2a<p,) |S* + (« -a)' (2a« + 7«*)=05 • 

et à cause de />* — iap — é?q , a étant l’abscisse du foyer, ^ 

■?P*+[3(«-a)*-f (2pa j-ça*) =0, 

équation dont le premier membre est le produit de deux fac- 
teurs,., .T 

' (3P^+.2/>«^- (oc-- • 

Et enfin , l’équation finale sera ' , . 

Â ~ ^ ““ ^ q»') =*0. (F) 

L’Afuation fiçalé est donc le' produit des factèurs dont le 
premier, p* — ipa. ~ = 0 ,; représente la courbe elle- 

même; le second , . P* + ( a — les coordonnées dii 

foyer, car l’équalion nepeiU être satisfaite queparp=:0, «ia»; 

et enfin le troisième + Sÿc + çjKt? s: 0. -r ’ (G) 
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Mil la courbe donnée est une ellipse dont les axes principaux 

sont À et B , on a n. •“ 

B* _ B* ,,, 

vp=r» ^ = ‘ 

l’équation devient 

|52— 2 A« + a2 = 0. 

Le lieu géométrique est la circonférence décrite sur le grand 
axe comme diamètre. 

Po®r l’hyperbole, comme on a 


B" 




■ 


l’équation du lieu géométrique est v 

p* + 2A« + a2 = 0, 

équation de la circonférence décrite sur l’axe transverse comme 
diamètre. 

EnGn, si.g=ï0,^ l’équation (C) donne a = 0 , et représente 
l’axe des y ou la tangente au sommet de la courbe. 

Cette propriété remarqualilo servira à déterminer les foyers 
quand on connaîtra le centre , deux tangentes et la longueur du 
grand oxe de l’ellipse , ou de l’axe transvei-se de l’hyperbole. 


22o. /iulre manière. Eu prenant l’équation de l’ellipse rap- 
portée au centre et à ses axes A^ -j- BV = A^B^, dont la 
tangente en un point (x', y') est A^yy’ B^xx* = A^B^ , la per- 
pendiculaire abaissée sur la tangente du foyer positif dont c est 
i’abscissc aura pour équation 


y = O), 

BV 


et l’on trouvera par le calcul d’élimination, pour les coordonnées 
du pied dé la perpendiculaire , 


av«o-i-a^bv - 

' ■ ■ ^ ~ A*y'^ -h B*x'-‘ 


ex*) 


AV* “h B^x'* 


Elevant au carré et ajoutant , puis remplaçant par sa valeur 
A* — B^ , on trouvera , toute réduction faite , 


x*-fy»=A», 

résultat indépendant à la fois de x', y', de B^ et du signe de c , 
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«qui, par consëqneni, démontrie à la fois le théorènië ponr aile 
tangente qnèlconqlie à l'ellipse et à. l’hyperbole , quel que soit 
le foyer d’où l’on a abaissé la perpendiculaire. 

226. D’après la formule de la distance d’un point donné à une 
droite donoée (27) , la perpendiculaire abaissée du foyer positif' 
sur la tang^pte aura pour expression de sa longueur * 

A*B2 — B’cx' ‘ 


* 


P = 


k + BV* ’ 


et celle du foyer négatif 

p,_ A^B« + BW 


Multipliant membre à membre , on aura PP' = B*, pour l’d- 
lipsej et pour l’hyperbole, PP' — B*. 

De là le théorème suivant : ^ 

* *■ 

' . THÉORÈME.^ 

Dans toute ^pae ou hyperbole, le petit «x^u t’axe npn transrerse est moyen 
oportionneI%itre les distances des foyers à chacune des tangoites qu?en peut 


proportionnel 
mener & (a courbe. 


Ce dernier théorème résulte encore du problème général qdi 
suit : 

; PROBLÈME. ' ■ . , 

\Po deux points donnés sur l’axe principal transvene d’une courbe du !•' degré 
on a mené deux perpendiculaires à une tangente quelconque î déterminer le pro- 
duit de ces deux perpendiculaires, dans le cas général, J' lorsque ces deux points 
sont les foyers de l’ellipse ou de i’byperbole. / . 

Soit y* = -f - (7 ( 1 ) l’équation générale des courbes, du 

deuxième degré rapportée au sommet et à leur axe principal. 

Soient encore (0, «) , (0 , a), les coordonnées des points don- 
nés. L’équalion de la tangente en un ppint quelconque (ar' , y) 
sera - ' 

' ■ (2) 

équation qui se met sous la forme ' •• 

. , : ■ ... . 

y V, St' > 

- . * * ,r I • 

On sait que, l’équation d’nne droite étant y =: oæ -{lA, la lon- 
gueur de la ,perpeirdiculaire abaissée du point (a, fi) sur cette 
droite a pour expression • 
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et , par conséquent , la distance du point (0, a) à la* tangente 
sera , abstraotion faite du signe , 

' f 

la distance du poiht (0, a') à la même tangente sera donc de 
même * ' 

D'= (/» -4-?^' )«' + /’<. 

' (I 

et, par conséquent , le produit de ces distances ’ 

i>n>— («+«') , ' ■ 

Si a, f', sont les abscisses des» foyers , il faut que ces valeurs 
satisfassent à l’équation — ga^ = 0. 

Donc « + a' = , o«’ — . — . •» 

q , q *. 

substituant, il vient', après réditétion, ■ 

DD' = — ' 

^ ’ . 1 . • 

1 

et, àcaHsedep=i-j, g = 3 :^, pour l’ellipse ou l’hyperbole, 
on a t)D'= B*, ellipse; DIV = — B*, hyperbole. * 


THÉORÈSCE. f . , 

227. Si 4’un point quelconque de t'eliipse ou de l'bjperbote on mène une 
tangente à la courbe, le produit des distances du point de contact aux points où 
cette tangente rencontre deux diamètres conjugués quelconques est égal au carré 
du demhdiamètre conjugué de celui qui pasSe par le point de conCqel. ^ 

Soient l’équniion = ipx 4- , rapportée à un diamètre 

quelconque et à ta tangente à la courbe à l'eittrémité de de 
diamètre ; • ' ' ’ 

'^ = “(*+5)’ ^ = + 

deuil -droites quelconques pUsàant .pàf -le centre : ces droites 
reneoBtreront la tangente , axe des y, en deuji points , dont les 
distances à l’origine seront exprimées par - 


i 

1 

) 






Digitized by Google 



206 — 


d~a' 


<1* 


et le proàuit de ces distances ‘ • ’ . 

ddP = aa' ^ ^ 

1 

t 

et.si ces droites sont conjuguées , à cause]de la relation aa' = y , 
on aura , en observant que a doit être pris négativement , . 


THÉORËME. 

; 288. Dans tonte courbe du 2* degré ayant nn centre, une tangente quelcon- 

que qui coupe deux autrei; tangentes parafa es détermine sur elles à partir du point 
de contact deux segments tels , que leur produit est constant et au carré du 
diamètre parallèle aux deux tangentes,' ou autrement dit an carré du diamètre con- 
jugué de celui qui joint les delix points de amtacU ^ 

Soit J'* = 2par -}- l’équation générale de la courbe, rappor- 
tée au diamètre AA' passant par les points de contact pris pour 
axe des abscisses , l’une des deux tangentes , AR par exemple 
(fig. 80) , étant prise pour axe des ordonnées. L’éqnaûon d’une 
tangente quelconque , telle que RTS , sera . 

y — y' = (a! —, æ'). 

V ' 

Si l’on fait 0 dans cette, équation, on aura 

* • .1, , P +</*' , ■ . 

" • y.= AR = y' — = 

y' y' 

L’équatibn de là tangente A'S étant 

la valeur du segment A'S s’obtiendra en substituant cette valeur 
de X dans l’équation de la tangente , ce qui donne 

_ 5/ !p±Jî!V 


?\ y 


> 


et par conséquent 

"V y\ y‘. )~~9* 


AR.A'S=-f 


ce qu’il fallait démontrer. 


Google 




Corollaire. Pour une autre tangente, telle queüT’V, on aurait 

de mêmeAÜ. A'V=-^ ; d’oùAR. A'S=AU.A'V,et-^ • 

par conséquent les droits RV, US, concourent en un point I du 
diamètre AA', quyiasse par les points de contact. 

De plus, si l’on divise en deux parties égales, aux points M et N, 
les longueurs US, RV, des côtés non parallèlles du trapèze RUSV, 
la droite MN étant parallèle à UR , SV divisera en deux parties 
égales le diamèlre’AA', etpassera par conséquent par le centre O 
de la courbe. 


THÉORÈME. 

22 ». !• Les diagonalfs d’un parallélo 0 ranmie dont les quatre côtés sont tan- 
gents à l’ellipse ou à l’hyperbole se coiq>ent au centre de la courbe. 

3* Les diamètres dirigés suivant ces diagonales forment un système de diamètres 
conjugués. 


♦4® Soit A^^-^ BV = A*B^ l'équation de l’ellipse rapportée 
à son centre et à deux diamètres conjugués quelconques. 

Si par le centre de la courbe on mène deux nouveaux dia- 
mètres quelconques' MOM' , NON' (fig. 81) , et par les points 
d’intersection M, M' ; N, N', des tangentes à la courbe, ces tan- 
gentes parallèles , sufGsamment prolongées , détermineront un 
parallélogramme circonscrit ABCD. 

Soient donc yt=.ax , yzxa'x, les équations des diamètres 
MOAP, NON'.. 

En combinant chacune de ces équations avec l’équation de la 
courbe , on trouvera facilement pour coordonnées des points de 
rencontre , 


M jf— M' 

X 

AB 



i^AV-f B^ 

ABo ‘ • 

y=- 

4Bo ' 

. l/Ao^ 4 - B* ' 

.k.AV-j-B» 

N T — ^ N' 


AB 



KAV-f-B" 

• ABo' 


ABo' 


l/AV^-j-Bî 

et pour les équations des tangentes 

y -, 






• % 
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AD, 
BC = 

1 

AB 

CD 


^ 208 •— 


B* 

AB , 



B» 

, AB , 

A*a' * 

■*"av' 

B2. 

AB 

^ A^a’ * 

A^a; 


( 1 ) 

.( 3 ) 

(«) 

( 4 ) 


s f 1 

Ensuite,' combinant entre elles les équations des droites (1) et> 
(2) , (5) et (a), pour avoir les coordonnées de leurs points d’in-j 
tersectio'n , on trouvera 

, _ A fa KA»a« 4-~F — a' + B A 

^ )* \ 

« l/' l/AV* + B*— 1/"AV'4-BA' ♦ 

^ _ A / g — „> -j. b A ^ 

, a' — a 
y ^ _ B ^ KA^g'^H- — KA»g» + F \ ‘ : 

, Ces valeurs étant égales et de signe contraire , la droite AC 
passe nécessairement par l’origine,, qui est 'au centre de la 
courbe. 

2° Enfin combinant entre elles les é<|uatibn8(l) et on obtient 
pour les coordonnées du point D , - • . 

^ ^ A /a k A*o'» + + a' t^AW + B*] 

”, B \ a' — a ■ ' \ , 

• _ _ B f V A^g>^ + 5^ + K A^g ^ + B^ "^ . ' ; 

“ A V g - ^ ^ . ) : 

V , 

par conséquent les équations des droites OA , OD , seront 

= !!l — _ £! j ^ 4- — k*Pg^ -f | 

^ A* j ap^AV^ + B^v- «' P^A2<i=‘4-B'* T * * 
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+ k^AV + B^ ) 
iKÂ»Ï^B*-}- a'KÂV + B*'( 




Multipliant entre eux le^ coefficients de » , on aura , toute ré- 
duction faite, pour produitde ces facteurs, 


F.F'= — 


5 ! 


qui est la ftlation connue^des diamètres conjugués. ^ 

Le calcul serait exactementie même pour l’hyperbole , «t con- 
duira au résultat connu 

■ . 1. . H 

Ces deux propriétés pourront-êlre appliquées ntikaent i la 
résolution de quelques problèmes sur les conii)e8 du 1* degiV 
inscrites dans les parallélogrammes. v 

“ , Application». ' 

' PROBLÈME. . l -t i< , v" 

âso. Par an point donné snr l'eU^tse mener nne tangente S la eonrbe. 

Première manière. Soit M le poinl donné (Bg. 82) sur l’einjpse. 
Décrive* snr le grand axe AA’ ude démî-circoûKérenCe , ét abais- 
sez l’ordonnée MP du point M, laquelle rencontre la demi-cir- 
conférence en N. Au point é menez la tangente au cercle M , 
qui rencontrq l’axe en un point I : IM'sera la tangente (208). 

Deuxième maniéré, lilenez Iç diamètre MOM* passant par 
le point donné. Par l’extréinlté A’dn grand axe on d*un diamètre 
quelconque mene^ nn'd cor^e A'C parallèle an diantètre MOM’, 
et joi^ez AC ; par Iç ppintM menez MI parallèle à AC: ce sera 
la tangente demandée (911); ’ •- ‘ ' 

. PBO»L$¥B. 

■' BU. Mater à one el|lpsedotti6e une t»BgeBl»p«rsllèto à use droits donuté. 

Menez une corde D£ parallèlnà la droite donnée RS (fig. 89). 
Par le milieu H dé qettë corde menez le diamètre MOM' , et par 
les deux extrémités M et M'de cO diamètre,, les deux droites 
MI , M'I' , parallèles à RS. Le problème a deux solutions. 

tî. ■ Ui.'îlM 

B3SL On résoudra facilement d’une manière analogue les pro- 
blèmes suivants. 

14 







unr tancentcià l'hjjiedbole î* ptr un poiat donné sur la cmniie , 2* pa* 
raUèwent à nné droite dosoée. ‘ ' 

“•> V;Kd *'..' fc , :.\-h * PWCmÆitE. ' '•-•‘.J- \ ^ 

1tS3. Mener une tanff^te t la pùàlMle 1* par un point donné snr la oomlie> 
S* paraU^ement à une droite donnée. > ' 

• . J.. • _ 

1* Soit M le point donné (fig. 83 ) , menez l’axe AX de la pa- 
rabole , et abaiœt l^donnée MP { preuea Al sir AB, ^ joignex 
i ^ '««4’1a térig^té éeinàodéô " -i ^ » ."rr ; ,r. 

Si l’on avait un système d’axe conjugtm.'de la parabole , «feét- 
à-dire un diamètre et la tangeute à^l’exirémité de oe diamètre , 
il faudrait mener par le point dotiné une parallèle à cette fan- 
^Éiap-ei preadrèawkletnn de la«oiiri)o sur ^<à'maktn une 
loueur égale à fabscitsB-du' point donaé*' 

2* Soit RS la droite doniasBj:i u<^ Ui»è paràtiète à 

cette droite ; par le milieu . H de la çorde, MH parallèle à l’axe 
de la parabole; et par f extrémité M de ce diamètre, MI paral- 
lèle à RS ou à DE, ‘ 

.«dfiiO* »<é *h*W!reî,n*ti' ***^' 

-da-tmoli ki pncffiLtlflb ’ 1| üi’ 'U- I s’V 


;?? mfwm 


au point de contact 


(221). St donc du point F on mène Fiu peppèndicnlaire aia tan- 
gente, on aura IF^G,et^^::;eDik^l<pKDtPG==PF, et MG=MF;- 

tlaso!A riutm^ectkM) de 
;d«u çlrcotriiépe»o»iiÀpiiM-u »e d éit ri te dv^oint-P e»mi»e ceetre 
>«ad’.te nyoa égpiiàJl|E#'el>^tlte do ipoiM £* avec AA''-ipo«r 
rayout;’ rijiîro! si , -< ,ii-t 

Ayt^ déterminé le poîntG, op joindra GF ; et-, par le point P, 
ohhièb«^ïtll'VMt>«»dlculailiem«rti<iF : fedroAufIM'seéa la 
tangente deinandée. ' -»<t- 


- «11 - 

Leprobièitte a deux solutions , caries ëeêxi^rcotaféraooes 
se coupeqt .Dëcessaireuieut cp un second point G* s ea cSet, 
ces deux circonférences n’’auraient qu’un point commun, si 
F'G — PF = PF', ce qui place les trois points F’, P, G, en ligne 
droite; or, F'G=F'N*^NF, et la relation précédente se ré- 
duit à NF — PF = PN ; ce qui est absurde. 

I'*RerAirgue. Si l’on joint le point 0, milieu ^e FF',.aveclepo«t 
I, milieu de GF, la droite 01 sera parallèle à PG et égale à sa 
moitié : donc 01 ~ A* ainsi qu’il a été démontré généralemcut 
(224) (225j. 

IP Remarque. Le diamètre t)D' parallèle i la tangente lU est 
conjugué au diamètre Mm, qui passe par le point de contact t 
donc MH = 01. • 

THÉORÈME. 

t» partie ë’un rayon recteur compriw entre ta Ungenle «tie diantUecoirfiMaS 
«le celui qui pane par le point de contact eut égale au demi.graDd axe. 

Si l’on mène PP perpendicolaire i h tangente IM > et , par teS 
points F et 0, FK, OL, parallèles à IM', on aura 

FJ = PK = I'L — LP, 


.L 


PP= l'L + LP; ,, 

d’où FI . PP = FD — Ïp5. 

Joignant OF , et observant que 01 = A et OP —c=P'"a^— B» ' 
on trouvera , par les triangles rectangles OI'F', OLF', * 

c PL» = A* - ÔL? . 


rF'a=c» — UL»t 
FI . PP = A»— c»=rB», 


CT ’•••«'* 


d’oii 

comme il a ét^ trouvé précédemment (226). 

Lorsque le point donné est sur la courbe , le point M par 
exemple, il suffit de méner les rayons vectenrs FM, F'M, et de 
diviser l’angle GMF en deux parties égales : la droite MI qni 
opère cette division est la tangente demandée. ^ 

PnOBLÈBIE. 

Par un point donné mener nne tangente à l’hyperbole, f le point donné «tnt 
extérieur, 2® le poiol donné élanl sor la courber 

Conslruclion analogue à la précédente (6g. 85). Nous laisse- 

14 . 


■r M t - i - 

itîàJ«0évrtéë(>h>'d»l^nectuer, «t di ÔH>i'#l'fappU<^on 
i)ej|!|»ropriâiéi'qat; fdnt IV>bi«t <d^ rcmài^]^ pr^eëdefltes. ' 

J. ,0 .1 i i)..!- 1 .. i.... ,'V n - , 

f ^ 





_ boints 

OF''Ôii^Cf‘F,'‘et du pOiot P ''abàiâsez sdr c^s di^ifeslés 
perpendiculaires PJVLÏM', qui feront les deux lanjsëntca idier- 

nMÎiriii^ ' ‘■■t ji\ Il ■ 

’-.J OIMftdlbr^IlttéHi ^ê’j’le^uîyt !^/'pîeB dé' là 'pel'^p^ulaii^ 
abaissée du foyer sur la taqéeutej, jétant le milieu dél'OP ,'et'le 
’f'poiut A le milieu dé-DF, 'te point I se trouve sur la perpendi- 
Mfi^irnèHidledde Sim4^!té|üar lé S<liitdiétHlb‘taii5Qnirl^ 

8* Si ^■pbtef^ôftîië* eèt sut*' ià courbe'', ’ én IVI par et^ple , 
AISMii |q djiMllàlre'j^l et âi«»^ l’an^ est deux paë^ties 
égales par la droite MI« iqftii sera 1^. tangente demandée. 


I'l 

i' 


"PROBÎÆliE. 

856 . Étant donné an iykSe de diamètres conjugnés de l'ellittse, déterminer 
les axes et coDsUuire laxonpdj)^ ... i ! t::: 'Î' S. ’ 'l • fi> !•' 

E«(fig. 87>, les.dia,“^s,c9«6.'^®^?dQP0^ r 

1 ‘‘■¥arYMtfMiSj|p’^^ diâmki^'OD menez parallèle^ 
la droite ïTOB') qtil'^ra une tangente' à l’éÜîpse. Tar le m^e 
point élevez DN peppendKxdairemeittàHtL', et prénez DN =: OE ; 
puis, par les points 0 (^t;N:^ites paisç(|~tiQ cercle dont le centre 
soit sur BU', et qui rencontre cette mèmè droite aux points B'. 

D’après une propHélé connue , Dfl . Dfi* = DN* = ÜE* , et de 
plus , l’angle HOH' é8ti6'4r(Ht«ki6 axes t^ront dirigés suivant les 

iiirf.lt t«r»^ o<* 

' r‘PjlWfc^yri^'7fif“'Tii*rTl*‘i^^l 4^t^ivo? une demi- 
P ^aissoft.lqferpendicnlaire in- 
construc- 
tion, entre OP et On, sera égal àii demi-grand axe (208). 
Enfin, menant DG parailéle à 6H, OG sera le demi -petit 

■■aK*5(#4)» 5Î *> •S*.”-'" J. ’ '7' ', 

q.es axes éipnt connus dé grandeur et de directiçn, on déter- 
jnioeta les foyers ét l'ou éonstruira la courbe. ' . 1 • 



- - 

Au surplus , on peut détermiuér les foyers directemeat ainsi 
qu’il suit : • * 

Par le point T , où l’arc AM, décrit du pbint O cortime centre 
et d’un rayon égal a»demi-grand axeOM, coupe la tangente HH', 
élevez à HH' une perpendiciflaire IF ^ qui rencontrera Je gned 
axe Oft au foyer F ; ensuite il suffira de porter OF en OF', èt 
tous les éléments nécessaires pour la construction de la iCQarbe 
seront connus. 4 . . 1 . 

PROBLÈME. ' „ ‘ 

■ ‘i" ■ 

St57, Étant donnés un paraIIélo«^nime et one droite, trourer par une çpa 
stniction gra|ihique le point d’intersection de la droite et det'Unpse irrite au 
puellélogramme et tangente aui milieux des oAtés , sans construire la eodrlie. 

Les droites menées par les milieux des côtés oppostjs fprknept 
un système de diamètre conjegués , et sé coupent au centre de 
l’ellipse inscrite. D’après le problème précédent , dét^ih(fez le 
grand axe et les foyers, puis la directrice, et cherchez, par 
le problème du n» 151 ,' le point d’intersection de la droite et do'^ 
l'ellipse, sans construire la courbe. • ' .t.-.. ■ 

■ • 1 ' ■‘‘.ntl '*i »■« 

’ • ■ ~ PROBLÈME. • 

‘si . ' I . 

858, Décrire une courfie du 1* degré tangente'à trois droites (Jopné^ ^ sorant ‘ 
pour foyer un point donné. 

D, P', D", étant les trois droites données et F ie jpoint donndV 
abaissez du point F la perpendiculaire sur chacune de ces droites. 
Soient P, P', P", les pieds de cesperpendicnlaires. 'i ' ' ’ 

1": Si les points P, P', P", nesont.pM en liçne droite, cher^ez 
le ècntrc G du cercle passant par cés trois points ; le point G 
sera le centre de la courbe, qui pourra être use eliipM.nq nné 
hyperbole. 

joignez CF, et prenez sitr cette droite indéfinie, départ et 
d’antre du point G , CA =: CB = CP : AB est le grand axe de ^ 
l’ellipse ou l’axe transverso de. i’byperbole. - ■ ’ » ) >/.< 

2» Si les poiuts P, P*, P", sonten ligne droite, deilédrinte est la 
perpendiculaire au sommet de la parabole ; aloi^ abaissez,' du 
point F,.FS perpendiculairo sur la droite PP'P" t S sera lë dôiii- 
met de la paratmie ; la directrice sera une parallèle A ’FS', ùnne 
distance SD c= Sf , et tous les éléments de la parabole' seront 
côunus. 6. » " • : 

-, D’après o^la.OB résoudra Eacilcmentle problème suittniirr* 


A 




#• • 
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- «à ■ ' 

- • s* . • PROBLÈME. . ' 

Décnre une parabole tangente, à deux droites données , et ayant pour forer un 
pOiMdoiuié; *' t ' ' 

• ' , PROBLEME. • 

ÎKW. Inscrire dans un triangle donné une ellipse qui touche les trois edtés en 
leurs milieux. 

t "I 

Soit MNP la courbe demandée (fig. 88). La droite MN , qui 
joint les points de contact, étant parallèle à la tangente BC, et 
la droite AP.passant par le point de contact P de cette tangente, 
les droites AP, MN , sont conjuguées entre elles. 

Soit 0 le centre iucounu de la courbe , et les demi-diamètree 
conjugués OD = A, OE^B, qu’il s’agit de déterminer. 

Faisons pour abréger , 

AP = m,_BC = Aj d’où AII = |m, MH=^Ai 
etenBn OH = «, Mn = jS; 

Féquaiion de la courbe sera A^y* -|- BV = AV , 

et pour le point M on aura A*^* -f- BV = AV. 

^ D’après le n» 208 on a OH . bÀ=;4.»^ e|, par la subslilittinn 
des valeurs précédentes , 

OBa8«ssHP *!^OP z=|fn->Aÿ OA = AP- 

àM ' ^ ^ 


OP = m_A. 

' f 


Les deux équatiooa de condition seront doue , r 

' frf 

d'où Peu H», UMrtè réducHon fiiiiei ^ 

A _ H-_ *1 ^ 

■ ' • >: . '* • A;— -3» -DSC:— 4. r ». 

De là cette constmettoo t JoigtfèzCM,ei liroeatre dé la Moèlle 
rUMMs^ioi O des droilea AP,^ CM', o-ust-èMlke au 
<ipntre «legi^nirité ,du trian^ ; Je demi'diiiaaètre A dirigé snvaiM 
4P sera OÇ;» et le deDaâ-diaaBèire conjagaé.OË sera la moitiédu 
do cerqletarcoeacnt aa triangle éqaü^tëral eeastmit sur 
In.pase eonaaissaat ua système de diamètres- conjugtlM^e 
gr^eur et de posiflonsj la solution s’achèvera’sans diffienildt 
•t •n-tssanglaesl aquikUmi', las dfaeaètres aont periie<t4iou> 

U ». ' ♦ *♦- 


D" : 
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laires , et l’on a , à cause de m = A , A = B , c’est-à-dire 

que l’ellipse se change en'circonférence, résultat qu’il était facile 
de prévoir a priori^ 

i 1 * 

PHOBLÊME. 

340. inscrire dans on pv«Uilognuiuna donaé un* tfUpse dont le rapport des 

axes est donné. ... t* 

Soir ABCD (fig. 89) te parallélograitmie donné. Connaissailt ' 
le rapport des axes, on détennrnera le rapport des deux dia- 
mètres conjngnés faîsant entre eux no angle donné (216). 

Or, les diagenales A€ -, BD, forment un système de dtamèlres 
conjugués J et se coupent an centre de la courbe (229) ) en dé- 
signant par A et B les demi-diamètres conjugués suivant ee» 

diagonales, on pourra regarder le rapport ^ comme eonnu^ et 

le problème est ramené à trouver la longueur de chacun de ces 
demi -diamètres. 

Ponrcela, soit M un des points de contact de Tellipse cherchée. 
Faisons OP = «,MP= P; 0A=o, OB = A: on aura d’abord 

la relation ' ■ . 

A’^ï -t- B’«* = A^BS . (1) 

et, d’après le n* (228), oa = A^; ' 

d’ailleurs , le point M se trouvant sur la droite AB , dont Téquar 

tion est ^ , 

• r y . X. ■ 

on aura pour troisième condition ' 

K ■ ' 


f + a = ‘J" 


( 3 ) 


1 - 
■ UM j;'i„ ni 




et enGn , d’aj^rès l'énoncé , 

B m 

rapport donné. Les équations sont donc en nombre suffisant' 
pour déterminer les inconnues a, |3, A et B. -v 

^jintinaut « et entr^les équations (l)j , (2) ,.(^),.Qn ttouyera 
' A*A2 -f- BV — aV =9 , -ü jcir.q 
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1 


OtI 


aï *T ^2 — ï » 


• ( 5 ) 


équation d’une ellipse dont les diamètres sont a et h. Les Ta> 
leurs de A et B sont donc les coordonnées du point d’intersec- 
tion de l’eilipsê (5) et de la droite (jx). 

De lè cette construction : Construisez sur OA , OB , comme 
demi -diamètres , l'ellipse cin»nscrite au parallclo^mme donné. 
Prenez, sur OA = a, 01 = n; par le point 1 menez IM pa- 
rallèle à OB I et prenez IM = m ; la droite OM prolongée ren- 
coatrêra l'ellipse cironscrite eu un point N , que l’un détermi- 
nera d’après le problème du n’ 237, et dont les ordonnées MP, 
OP, seront les demi-diamètres cbercliés A et£, dirigés suivant 
les diagonales : dès lors la construction de l’ellipse inscrite se 
fera sans dilUculté. ,, 

. ^Remarqué. Le problème a deux solutions , chacun des dia- 
mèlm pouvant être dirigé suivant Tune ou Tantre des diagonales. 

> ; 1 îd» rr- -■ i ; ... I. 

‘ PROBLÈME. 

Jaterire dut un parelldlogranue une eUipte atsujeUie à puter par un petnt 
Ou plus généralement : 

' Décrire une ellipse ou une bj'pcrbole tan{;cnte aux quatre cétés d'un parallélo- 
> donné, et pasMnt par un point dpiwié. - -il '.'''i ' 


donné. 

. .'Vt 


r .jt /I et A les demi-diagonales du parallélogramme sut- 
lésquell^' seront 'dirigés deux diamètres Cohjdgu'és" de 
l’ellipse. Soient 2 A, 2B, ces dian^èlres inconnus ; et enfin p,q, 
les coordonnées du point dofiné rapportées à ce système d’axes 
conjugués. ’ 

équations du i^oblème sèèont ' ‘ '''■ 

AY + B*pl=VB^ 

A? = api 

d’où l’on tirera sans difficiilté ' '' 


U) 

( 2 ) 


B*: 




( 8 ) 


W, taleùi^ et' snHè lalconriie 


demandée. 


V. )•» /■ ,t, t .tKiDO'ïHt. '.Il uiirr: 


% ‘ vyear (^ 'què'!» eeùiribb' peuiT êirjî-ltBè hy- 
perbole. a - -, -è-A 
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Dans le premier cas , il faut pour que le problème soit pos- 
sible que a >/>, c’est-à-dire que le point donné soit intérieur 
au parallélogramme ; dans le second cas , que a < p , c’est-à- 
dire que le point soit ^extérieur. Dans ce.cas chacune des bran- 
ches de l’hyperbole est tangente à deux côtés contigus du pa-* 
rallélogrammc. 

Deux solutions daq| l’nn et l’autre cas , d’après la remarque 
du problème précédent.' 

PROBLÈME. 

DSeiire une élHpte ou une hyperl>ole ungente aux quatre eOtés d'un parallélo- 
granune donné, et aaaujettie de ^na d être tangente à une droite donnée. 

Le calcul suivant ue s’applique qu'à l’ellipse ; le lecteur y s jp - 
pléera pour l’hyperbolq. , 

a et 3 étant les demi-diagonales du parallélogramme ; 2A , 
2B , les diamètres conjugués dirigés suivant pos diagonales ; 

P , 9 , les distances des points où la droite donnée rencontre les 
diagonales au point d’intersection de ces diagonales , centre de 
la courbe cherchée ; et enlia x, y, les coordonnées inconnues du 
• point de contact de la droite et de la coorbe^on aura les équa- 
tions de condition 

’ , ( 1 ) 

V 

■ . ( 2 ) 

, r (3) 

" ( 4 ) 


■ 'f.i 




q' P 

A * ï= /«!> , 

Aï — 1* 


' .% 


a* ' 

Les trois premières équations donnent par l’élimination de x 
et dey ^ ' 

S+n^t. . w 

Les demi - diamètres dé la courbe demandée seront par consé- 
quent lès coordonnées du point d’iatersectioyu des ellipses (&) 
et (5). . . ‘ , 

Nous laisserons àu lecteur le soin de faire cetlevcoostruction ; 
on peut d’ailleurs déterminer .dircclem^t les diamètres coiyu- 
gués, dont les valeurs )irées des équations {4Xet (à) sont 


. ap IP — 9 * 


^ — P^ 


1 


~ 518 


DES POLES ET DES POLAffiES DANS LÉS .COURBES ’ , 

. » DÜ.ÛEiÜXIÈm'e • 

Ml. Oiidtroovépr^cëéeminent(S04) 

, Dy + Eü* îF.=* 0 , ^ * (C) 

pour équation de la corde qui joint les points de contact des. 
tangentes menées par un poiqt donné, pris pour origine des axes, 
à nne courbe du deuxième ^degré représentée psMTv l’équalkm 
Ay» -f Rry + Car» + Dy + Rp + F = 0. ■ ’ ' 

Si par un ai^ point de Taxe dés x on mène les d'eux tbh- 
gentes à la eour^e , .à cause de jS = 0 , l’équation de h corde* 
de cenlBct'sera^ • ‘ ~ • . t- 

/hui "h .• • • , 

équation qui sa, met sous la foraae ». t. . ,• v - 

». EÎ« + (©y*-fRp'if-lP)=î». ’ ■(€') 

En combinant entre elles les équations des cordes de C0Qb>ct 
(C) et (C) , on trouvera pour les coordonnées du point d’inter- 
séction de ces cordes » , • i 


. 2BF — DE 
'2CD— BE’ 


aCD — BE’ 


valeurs indépendantes de a ; et comme rien dans cette analyse 
ne particularise la position de l^xe des x, on eu conclut le 
théorème général du n* 306 , dont nous rappelons rénon'céw 

i 

■ » • '■ THÉOldalE. ’ • ' "" ' ' 

.. t ^ . 

61 de tous le) poinU d'one droite donnée on ni^ k (me oourfaedu S* degré des 
oonplesdeUngentes, toutes les corcleseeconlsct SC couperont en un seul et même 
poist (Bg.''7’7). I I » .i,* /• 

4 * k ^ 

' Cé pobH est désigné sous le nbm dep^Çr, phrcü tjuè Tes cordes 
deooûtâot sembleM ÀNitvipr autour de lut, & néëdte'^é'fes' 
points, d’où sont menées le* couples de fdngentes s’éloigtaent 
ëepfns eirpWI' sur la débite donnée.'’' 

UfeHé di'dite'lsst liOiiraiëe à s<m totté' la potnîH du .potnt', 
commc4é point est le pèle ^.la fli^ke.^'< ' " • ' i* 

•i 'V ■ 4 i ^ 

243. Jifâir cer diéori^è r'emarcpaÿie n^est (ft’uu cas parti- 
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ctilier d’nne proposilion pins générale à lac^uelle conduit le 
problème suivant : 

PROBLÈME. 

D’un point quelconque O (Bg. 90), pris dans le plan d’une combe du J* degré, 
on mÈne à la courbe deux sécanteniquelconquesOAB , OCD, et 1 on joint directe- 
ment et léciproquement deux i deux les points de rencontre des sécantes arec ta 
courbe par les droites ACM, BDM, AND, GNB î U s’agit de trouver le Uen géo- 
métrique des points d’intersection M et N de ces droites. 

Si l’on prend pour origine le point O , et pour axes deux sé- 
cantes quelconques OAB , OCD , l'équation de la courbe sera 
de k« forme 

+ Bxy -f Caf* -I- D/ + Ex -1- F =: 0.* 

Les quantités A, B, C, D, E, F, varieront quand on passera à 
un'autre syslème de deux autres sécantes. 

Soit fait OA = x', OB=x", OC =/ , OD=sy"; 
étant les racines de l’équation Cx^ -j-Ex F = 0 (1) > 015 ^, y"t 
les racines de l’^ualion Ay^ -F Dj + F = 0 (2). 

Les droites AC , BD , rencontrant les axes aux points dont les 
coordonnées sont (x*, 01, (0,ÿ'),.pr", Oj , C0,y”), auront pour 
éqqatians 

yt I Jgl ’ y» > X* 

entre lequelles il faut éliminer x*, x", y*, y". Ajoutant membre à 
membre ces deux équations , on obtiendra 




( 3 ) 


Mais y* et y" étant les racines de l’équation. (2), et x* et x" celles 
de l’équation (1) , oq a , d’après fa théorie des équations , 

y-j-y* . D x^ 

y'y* F ’ X'X* F* 

Substituant ces valeurs dans l’équation (3) , on obtient f toute ' 

réduction faite , _ 

Dy-+Ex + 2F=0. fP) 

Or, quel que soit Iç système de deux sécantes que l’on prenne 
pour axes , les quantités D, E, F, ne sont point des fonctions de 
X et de y: on peut donc conclure que f, 

L« lieu géométrique de» poinb d’intersectk» N e»t une ligne droite. . , 


Oigiliïed t; Googli 
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Les droites de jonciions récif ro({Ufi. AD, CB, auraieit ëvidem^r 
ment pour équations '' ' •’<. 

... 

•t, par uo calcul exactement semblable t on tarerait que) > 

ne» géiWtriqttédespoinbd'iâtei:tection It^ea inëa^ilroUé.iiy^^^ 
y, t>: ■' ■ t C l'i:- •( ' n' ,'T’ "le'tj !il. i 

. flÎ43. Màintanant si l'on suppose que , la sécante OCD (fig. 91) 
restant fixe, la sécante OAB, mobile au tour du point dé rela- 
tion O ^ se rapproche d’elle, Ihs droites de jonclioa directe et 
réciproque sc couperont toujours sur la môme droite , et il eo 
sera de même lorsque les sécantes se réUifiront en une SeuIeOC^; 
alors les droites de jonction dicècte deviennent les tan^ntès aux 
points C et D , et les cordes de jonction réciproque se confondent 
avec la sécante OCD elle-même. ^ '■ " ^ ' 

I,' — 7,' , .>.J! l','--’; Cl ■ .. 

■' - n tHÉOltoœ. - , v ■■ I 

Si d’on point qtiklosmpieprb Sam le pltS'd'aae eobAe da S* degrg on mène 
des sécantes, et par les points d’intersection, des tangentes è la courbe, toutes œs 
couples de tangeotes se opiperont sur latnSme ligne droi^ , Igul sera la polaire du 
pointOie. ' * • ‘ u. ‘ i 

Si le point est extérieur, la polaire n’est autre chose que la 
cordc de contact , qu'on reconnaît aiséoient dans l'équation (P), . 
laquelle est exactement la même que l’équation (C) du n* (2/tl). 

Si le point est sur la courbe , ila polaire sc qpnfond avec la 
tangente , et le pôle est le point de contact. » 

Enfin , si le point est intérieur, la polaire passe en dehors^ 
de la courbe. ‘ I : - - t*s , r 

^ » t f 

Dans tous les , la polaire est coujugifée Air diamètre qui 
passe par le pôle (206). ' i 'v >• 

i ' m> ■ ' l'-’' •• - ' ■ ■ ’t ^ . 

244. Ou remarque de plus que, si les sécantes, aulieude con- 

courir en un même point dn plan , sont parallèles à une même 
direction , le point fixe (fig. 92) étant situé à l’iulini , les droitcii 
de jonction réciproque et (firéCtese coupent sâiyant lé diamètre 
qui'parlaffe en deuxf barties égales ^ toutes leV cordes 'paral- 
lèles (206). . : 

Donc : -’èil hM iû h ma u.ipttfttfw»» 
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THfiORÈMB. ‘‘"j 

Lor^ae 1$ ffila eftêiuié il'tafiai, UpaU» eH,m 4hwtee la awbe. 


ft4S. On a TU'précéd€inni«ir.(|ne l’équatioB géoérale peut 
représenter Pensemble de deux Ngnee droites : ü résnUe donc 
de l’analyse p;-épédeotedes |bé,oràntcs-8uiv.ai^^(léine^tré$ , d’une 
manière différente dans la premièrp partie'^ ;h-. ... 

* THÉORÈME. •!- *•. ) 

Étant données deux droites, si d*im (lOint i^tiekMnqtië db lear plan on tire deux 
sécantes transversales queIcon(j|lics, lK droites de jonction réciproque des poinds 
d’intersection, autrement dit les diagonales dés quadrilatères interceptés, se cou* 
pept suinaal uBoméMe droite» qui passe par lepointdie-çoDGoanrdeedeiwpreip^res 
droites données. ^ -v ' i ' ’i /,:i ' . 


Ce qu’on reccuunait facilement d’iipf^s\.iA remarque du 

3° 2ù2. , 

Et cuuime cas particulier: '! In; ■ •; rn .twfea .'(!• 

THÉOftÊWB. ‘ 

Le lieu géométrique des points d'intersection dés droites qui joignent rédprr- 
quement les points de rencontre de deux couplas quelconques <te. droites para^lèics 
à la basé é^n triangle ùl la droite qui joint le somip^ 'auUiiéa déta base. 

, ;.'i 1/ . ni 'iio'l 

Le problème général, dont on a tiré touies ces conséquences , 
pourraservif à résoudre lesprôblèmès suivants : 

y • it,t ^PROBLÈME. -ïfj. t !*« ! U 

» Étant donnés cm4 points dlunn ooyr|>edu 2* dt^é, trouver autant de pointsde 
la courbe qu'on vondra. , 

.1 „;PROBbÈ»l& - . ) 

Par un point donné mener pne tangente.d une courbe donp4^ dq l^^degré. < 

PROBLÈME. J'. 

Par an point donné mener une dridle qui aille concourir an même point que 
deux antres droites données , sans qa’ii soit nécessaire de prolonger ces droites jus» 
qu'è leur point de concours. 

On n’aura pas besoin, pour résoudre ces problèmes d’autre 
instrument que la règle. - 


S246. On peut étendre encore ces conséquences, en s’appuyant 
sur ce qui a été démontré précédemment , et regarder comme 
démontrés les théorèmes suivants. 

• ' ■ t* 


THÉORÈME. 

Lorsque deux on plusieiirs pOles sont sur une même droite, toutes les polaires 
Gorrespondantes passent par un même point. 


Di ;itlZ8d X.Î oogk 




ï 


Et par conséquent: 


.-tta — 


TBÉOITÈHS. 


SI ^ inof df«(te daMée «■ mIm d a^ èoate» y i e l wByi M à 

,ane eouTfae du S* degré, etpar lespoitib deremxmtreaTecla combe des lasgentes 
'k eetts Hlnie cou^, eea tangentes ."prises deox k desx,i’ ée coapeToiÀ sur des 
draétes foi coacMurant lottes VB> «>kB»e point, pMede^ dsoHcdoaaée^ - 

' Même résultat si, au tieà de condldlrer une 'seule sécantë', 
on considérait des couples de sécantes et les droites de jono- 
lion directe et réciproque. ' . 

Delà, eu6n, le théorème suivant : 


THÉOKÈHB. 


t J V . ' 


Dsm tout «mnêrUatéte ABCD (figJ 9S) inoit dans nna eoarike dn 9* degré, Ica 
intenectJoDS des cAtés opposés déterminent une droite OLM, qui estla poMredv 
point d’intersection des diagonales, et les tangentes menées à la conrbe p^r les 
qnaèrsonHnets Recoupent deux kdeuisurcette même ptdaire. > 

W .K ■ '* 

847. Reprenons maintenant Jéqnatioa de la polaire de l’ori- 
gine des axes , dont l’équaUon est (2&1) ' ' 

- Kr;\/ ' •• il SF'^S.O, J. . . 

" ’Cettp. diTOÎtê r^tmtre Taxe des « en ùn point donï là distance 
à l’origine est exprimée par ‘ ' 

-l.’ V-; ' > w i' * 2P .[ r-‘ ■ ■ 

. r i.'.tri r- • \ i .. ,•> 

Mais si cet axe rencontré là courbe , les abscisses des pqints 
dlntersectiou, àëro'nt données par Téquation (245) , ' * 

. Gr»4-*!*’4’P=0* 

Déàignam ces abscisses pat a?', »», d*aprèsla théorie drâ équa- 
tions on aura •- 

, St*'»'; V •. 

^ * T ' ^ 1 ^ 0 *^** J*».- ' ■ J, • ■ X 


et par conséquent (fig. 94) 


AM = 


îfAé . ic ; 

A8 + AC ’■' 


r - /r , - *'riÉ If 


d’où f on déduira sans ^ffieutté " ’ . ' 

■ , ^ ’Ac:bm=àb.i^c : ’ / 

donc la sécante ABCestdivisée harmoniquement au pointM (46). 

Et l’axe des te étant pris arbitrairêmenl, on ep peut condure ce 
théorème général i ' v " 


bigitiz! ' ('-■ ;k 




X, 


sis — 




ITHÊOHÈME. 


• l'orv 


t>K* 


La polaire d'un point quelconque pria dans le plan, d'une courbe du 3* dejp'é 
divise bannoniquement toutes les sécantes issues dece point fixe. 


1É48.- An Borpim on peut arriyer drreclement au même résul- 
tat par le probité suivant ; 

PROBLÈME. _j_ . ' 

Par lui point donné ît ôn mène b une courbé dû 3* des'sécanlesen 

'^sombre quelconque, telles que ADR, sur chacm>e''d e aq ti e ll w on prend un point I 
tel , que le produit de la sécêade entière AE par le segaent meyen DI soit oon- 
sUrmment au produit d69 ÿcçnienUextràDws 1£ c • 

Qu«l cit le lieu {^éoiuétrique pomU I ? ' ' 

( ^ ^ , V ' 

• Soient le point donné A pris pour orÎ0ine des axes quelcon- 
ques, et Téqnation la plus généralé des courbes du second 
'degré 

^ Ay» -|- Béry -J- Gr’ -f- Djt ^ 4“.F = 

L’équation d’une sécante quelconque ABC issue du point A se- 
*ra y.=3«brf et, si l'on désigné par f«, p) les xwordonnées du 
point I tel , que AE . W î2î AD . lE , d’où Ton tire sans peine 

AI=2- '' 

-J I'SÜJKH . ' irj ■■■ ; “1^ AE:^. j ■ . i •' 

et par x', les absqLsses des points D et £ , où la sécante ren- 
contre la eourlTe^ un- anra,^^^cause de Ti ; 

• ■ - ^ ‘ I 

AD AE 

= -JP" = -p- = A , rapport constant , , 

V , » i 

■ <•' ■' “’=p+7- , . 


Or, sf l’on combine entre elles les équations de la courbe èt 
de la sécante , afin {f’oKtënlr les abscisses des points d’intersec- 
tion, on obiieiidra^ par rélimÜMtiDn dey, 

(Ao*-}-Bà4-C)a^.^(Da-fÉf:r-f-T = 0^^ 

•fl ' Ao* -j- B< k|- G • 

*' 2F 

et par conséquent < — 




Et, comme le point («', 


aura P = aa } d’où a = - ; et enfin DjS E« -f- 2F = 0 , équation 


x'-j-x* , Da-^E* 

I appanienl ù la droite y = aor, on 


Oigiûz^ by GoogU: 
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d’nne ligne droite qui n'cst autre chose que la corde de contact 
des tangentes menées à la éourbe ppr le point A , ou autrement 
'dit la polaire du poirtt A ' 

•'--fr ■f* 


PROBLÈME 

340. D'un pninl.donnéoninènedeux tniignatea ftuaeicowlw du 2* dc|>rt, et 
par le même point une perpendiculaire sur ia corde de contact i délenniner géné- 
ralement la direction de cette perpendicxilaire. ' ' * * 

‘ Soit y*= 2/»a? + qs" l’éqiiation des courbes rapportées à.leur 
- . axe principal trausverse , l'origine au sommet : l’équation de te 
,• corde de-contacl sera, comme on l'a vu précédenÉment (306) 
fi, étant'les coordonnées du point donné,'' ' 

|5y =p(a? + «) +flç«r; ' (1) 

ettla perpendiculaire ^baissée du meme point («, ^)surla corde 
dé contact aura pour équation ' ^ 

> Î.T. ^ P ^ '' ^ (a) 

-li.» /. ‘Miv*; Ui, ci ;hî;. .. ,r,7r“ tvmi. r«; ,.w ;» .. 

- f ,damt. «ettq équation, y 9P..pour ilélerqimerdb poiftou 
la perpendiculaire reptxmtrpjl'an^des pn aurai . , ! i ; - 

f . 4 ' “ ^ ' '' 

Si le point (<c , p) est un point de la directrice , auquel cas (1A7) 

‘•'Di ■ ; t'i-' ..1 >■) '* ■ '1 Ijq i • 

a étant l’absoiste da. foyer correspondant ^on aura 

^o = P+(^~ll^ï^)^r:F9> 

et» toute réduction faite, , ' 

*>6 l'K'vci 'r« é!i/'-Jfri>no, f.ji tt 91^1^ ••'f'y.'.û »i 

I k’ . ;,i.v.| y y'I'.’. jV». . 


■‘v'I-: 


. V 'é I Ml' > ; J- -i-' . 

■qui n'est antre chose que F^sctssp dp fo}^. Donc : , 

, THÉOhÈBÏE. 

3 -da WattetpclatareaH dirpctriee tTuae contlie du» dCfiOonOitOf dMoaa- 
dè'dmaentt»'^ la courbet et dBrc«» » ti ne ^iKddlB de* perpendicnlaiipt lurles 
cordes de contact, taules ces perpepdicnlaires bout csncourlraii foyer coireo- 
poodant . .. ,i.'- -j, iî;/j ■ 

tin autre , si Ton fait y 3: 0 dans l’équation (1) , il en résulte 

• «.' ,•%. ê br. >: ,> • ' ••«•.‘■s .• 

U P + ?» 
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et, si l’onsuppose quelepoiptdoané soitsur la-directrice eoposant 


KiT 


et a = 


?» 


on trouvera , après avoir fait les réductions convenables , 


-0— f+fl/i+T 

Donc : 

' THÉORÈME. 

La directrice est la polaire du foyer correspondant , et réciproquement le foyer 
est le pèle de la directrice correspondante. 

Il suit de là que toute sécante passant par le foyer est divisée 
barmouiqueiuent au foyer par la directrice et par lacourbe(2à8). 

THÉORÈME. 

960. Quatre droites , GM , MN , NP, PQ (fig. 95) , étant tangentes à une cour- 
be du 2* degré , si l’on joint les points P et M , II et I , o6 se coupent deux à deux 
ces tangentes, la droite LK menée par les fnitieux de HI et MP passe par le centre 
si la courbe est pourvue d’un centre , on bien est un diamètre la courbe n'a pas 
de centre. 

Si l’on prend pour axeà des x le diamètre CFOÂ qui passe 
par le point d’intersection F des cordes de contact, ou autrement 
dit par le pôle de la droite III , auquel cas l’autre àxe conjugué 
OY doit être nécessairement parallèle à cette droite, l’équation 
de la courbe sera ÿ* = ; 

et , si l’on désigne par « , p , les coordonnées du point I , par a , 

, celles du point H , les équations des tangentes issues des 
points I et II seront de la forme 

y — |3=A(« — a), y — f.' = A’ (a? -=- «) , 

dans lesquelles 

. P — 2;x« ; . 

P' {p+qa)±:pi^ — 2p» — go? _ 

Ipa -f- qt^ 

de sorte que les équations des quatre tangentes sont , en faisant, 
pour aln’éger , i 

— 2/j« — qa} == et P'* — 2^« — K’^ > 

16 
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;,.1. . 

INP 

i • 1 . . 

(y-P)= 

rp (p + ?«) +p^^“j 
L 2pa+<jra*' J 

(ar — a), 

IMG 

.(y-p..>= 

"Mp + '7«) — pP^ 1 

L' 9pa + qa? J 

(* — a) 

HPQ 

{y-P')= 

r^'fp 7«) + rKK^-| 

1 (a?— «). 

L 2pa + J 

HNM 

lÿ — P’) — 

r|5'(p + <7«)-pl^K^'" 

1_ 2pK + q<n^ • _ 

(ar — a) ; 


et, donnant à ces équations la forme ordinaire 
y = <Mr + £, 

P I «P (P ~ 

^ ^ 2/;a + Ça^ ’ 

. jS(p+7“) — gp( p + 

î'— ^pot^+qa^ 2/W + 7«‘* ’ 


INP 

IMG 

4 . 

HPQ 

HNM 


2p« + 7«* 

y = *+^rr-T-73— : 


( 1 ) 

(») 

.( 3 ) 

(4) 


_, . , 2p« + 

|3 '(p4-?«') — I gp(P+J^^^) 

2pa + <7a^ ^ ^ 2pa -j- «7«^ ’ 

P • r ' 

Or une simple élimination entre les équations de_^deux droites, 
y = <MT i , y = 4" > ’ ' 

donne pour coordonnées de leur^ points d’int'eréection 
h’ — b ab' —a'h 

*-~^ô’7==~VTF- 

Si donc on représente par a?, , y., les coordonnées du point P , 
intersection des droites (1) et (3), on trouvera sans difficulté 

_ ip' — p) — ( Vk^ — V ^ 

~ {p' - (p + 9“)+p ( 

Quant à la valeur de y, , on trouve, en effectuant les calculs etré- 
daisant ' 


^. = — P 


’ \p'-p)(p + 7«) +p (Kk^ - K K?/ 


C.oosl( 


— 227 


£n combinant entre elles les équations (2) et (A) , et désignant 
par ar. , coordonnées du point d'intersection M des droites 
qu’elles représentent , on parviendra aux valeurs suivantes : 

(Kks~-KP) 


X, = — «/> 

y.=— ;» 


(P' - P) (;» + 9«) -f CKK'* - kIP) » 
P ki^ — P ’ kK^ 


(P’ - P) O + î«) - J» (kK'^ - kKO' 

Maintenant , si l’on représente par X', Y', les (^ordonnées du 
point L, milieu de IH, on aura 

^ X-=«, Y'=^^ 

et si X', Y*, représentent les coordonnées du point K , milieu 
de PM , on aura 4 

Substituant dans ces dernières expressions les valeurs de x, « 
ÿ,, et de X., y,f trouvées précédemment, et faisant, pour 

abréger, _ 

V'K'2-|/K2 = G, 

on obtiendra , toute réduction faite, 

X» - „« r p<y+(P'-P;^o>-i-g«) i 

p kK’^-P'kP 1 
. ^ lp^G^-iP>-P)Hp-i-qayS 

Or l'équalion de la droite passast par les points L et K serait 

T' 

Faisant y =: 0 , pour avoir l’abscisse du point où cette droite 
rencontre l’axe des x , on en tire 

X'Y» — Y» X» 

* 0 — Y' \< 

Substituant dans cette expression les valeurs deX', Y", et de X", 
Y”, on obtient 

' X - ^ G(PkK'^-P'k g ^MP'4P)l> G^4-tP'-Pi^04f«)3 

15. 


V 
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Or 

f(|3'+P) (J/F^-KK*)_(|3'_P) (J/P+KS^] : 
on trouvera donc, après simplification , 



résultat indépendant de a , |3 et |3'. 

• Donc la droite LK passe par le centre de la courbe; et, si 
0 , LK est un diamètre. 

Ce théorème renferme une partie du théorème du n° 229. 
D’après ce théorème pn trouvera sans difficulté le centre 
d’une courbe du deuxième degré assujettie à être tangente à 
quatre droites, ou la direction de l’axe de la paraboles! la courbe 
doit être une parabole. 

2»i. Nous terminerons cette analyse par la démonstration 
d’une propriété très remarquable des courbes du deuxième 
degré, et* qui consiste dans les théorèmes qui suivent: 

■ ■ THÉORÈME. 


4* ün hexagone étant inscrit dans une courbe du S* degré, si i’on désigne les 
côtés par les six premiers nombres 1,2, 8, 4, 5, 6. en allant dans le sens du pé- 
rimètre, les trois poinU d’intersection des côtés 1, 4; 2, 5; 8, 6, sont sur une 
même droite. ' ' 

2* Dn hexagone étant circonscrit à une courbe du 2* degré, et les nombres 
Il , III, IV, V, VI, indiquant les sommets en aUant dans le sens du périmètre, 
les diagonales qui joignent les sommets I , IV; II, V; in, VI, se coupent en un 
même point. 

1» Soit ahedef (%. 96) un hexagone inscrit dans une courbe 
du deuxième degré. Prenons pour axes des coordonnées les 
côtés ai, rfe(l, ft), l’origine étant à leur point d’intersec- 
tion O ; faisons 0® oc, Orf '■ — Oo p, Oi^^p' ; et désignons 
par P, q, et p\ ç'ies coordonnées des points f et c. 
ü l.’ÀpntioB générale des courbe du deuxième degré pateant 
par les quatre points a, h, c, <2, (186) est 

pt ia coube Rêvant passer par les points fet c , on aura de plus 
les relations 


PP- 


f + mpq + - (p. } P')7 - -f a')P,+ = 0 , (D) 


«a' 



— 229 — 


CN-w-^(«-Kv+pp'=o, (EX 

dont une seule suffirait pourjdéterminerm,. et par couséqi^nt 
l’espèce de la courbe représentée par l’équation (C), dans la- 
quelle ou substituerait la valeur de m. 

Cela posé , les équations des droites af, bo ,et fe, cd, chacune 
passant par deux points dont les coordonnées sont connues, 
seront 


bo - ' 

« 9 ' — P' 

( 2 ), 

/« 

«), 

(5)‘ - 

cd 


(3) . 


P 

(6) . 


Combinant entre elles ces équations pour trouver les coor- ’ 
données des points d’intersection de ces droites , et désignant 
par J. > et a?, , J'. , les coordonnées du point d’intersection des 
droites (2) (6), et (S) , (6) , on trouvera sans difficulté ’ • 


(H) ' 


P (p' — «0 P P?'*' 

(// — «0(9 — P)— P<7'* ^ 
P9' P -4- 9’«' (9 — P) » , 
(/>' — «0 (9— P) — P9" 


(I) • . 

d’où l’on tire 


__ _ P* (p — g) P' 4- pfqa. ' 

■ ^ — o)(9' — p') — {fq * 

_ p'9P'+9«(9* -r^O 

(p-«)(9'-p0-P'9’ 

P9'n + 9'(9 — P) ' ■ 

, 

rp'^+p(9'-P) 

. t. ■» f ' * ' 

« /’’9-+9(9'-^') ' 

^ _ « V ■ y 

pp> t ^ ^ pi) ^ 

9L 


I 



J 

'i 


II** i' 
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Or, si l’on élimine m entre les équations (D) et (E) , on ob- 
tiendra 

' q<l>(l^q—pq<)—pp^{p>q—pq') qq’ (p'-p) (p+jS') 

aoc 

- PP> W- q) ~ (=rf*0+PP' W- pq) = 0 , (L) 


équation qui peut se meure sous la forme 

^pp’“H-p’(î-^’)^ ~ ^pp’^-.+pW’-W^ == ®» 

et d’où l’on lire 


donc 


pq'-, + q'(q — ^) p^q-^qW—P') 

a K « 

pp'j+pW — P) pp^-'i-p'iq—P’) 

• çt , 



la droite qni joint les points Let H passe donc par l'origine , et 
par conséquent les trois points O, I, H , sont en ligne droite. 

2> Quant à la seconde proposition, elle se démontre facile- 
ment sans le secours du calcul. 

En effet , soit ABCDEF (fig. 97) un hexagone circonscrit à une 
courbe du deuxième degré dont les côtés touchent la courbe 
aux points a, b, e, d, e, f. Le point A (1) est le pôle de la corde 
de contact ab , le point D (iv) celui de la corde de contact ed : 
donc la diagonale AD, qui joint les sommets i et iv, est la polaire 
du point d’intersection O des deux polaires ab, ed. 

De même la diagonale qui joint les sommets B et E ( ii et t ) 
est la polaire du point d'intersection I des polaires correspon- 
dantes «/*, Ac. 

Et, enfin, la diagonale CF, qui joint les sommets iii et n, est 
la polaire du point d’intersection U des polaires correspondantes 
fa, ed. 

Mais d’après la première proposition les trois pôles O, I, H, 
sont én ligne droite: donc les trois polaires se coupent en un seul 
et même point P , qui est le pôle de la droite des points d’inter- 
section des côtés 1, 4; 2, 5 ; 3, 6, de l’hexagone inscrit , dont 
les sommets touchent la courbe aux points de contact. 
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SUIS. Corollaire I. Étant donnés çinq points d’une courbe du 
deuxième degré , on irouv’era facilement , par une construction 
graphique, le point d’intersection avec la courbe d'uoo droite 
quelconque menée par un des points donnés, «t par conséquent 
on pourra construire ainsi la courbe par points. , . . 

. . Vv " « 

SS5. Corollaire IL Si l'un des côtés de l'hexagone in^rit 
devient nul , c’est-à-dire si deux des six semmeis, «, 
se réunissent en un seul, le sixième côté devient upq ta»' 
gente à la courbe, et il en résulte que , 1 , 2 , 3 , & , 5 , désignant 
les côtés du pentagone inscrit ahcd {e,f), 1, à; 4; S; 3 et la 
tangente au, point ( e, f ) , se coupent sur une même droite. Ou 
pourra donc, étant donnés cinq points d’une courbe du deuxième 
degré , mener une tangente pur un de ces (xtints. 

SîiS4. Corollaire IH. Étant donnés cinq poiinls i, 2, 3, à, 4 , 
d’une courbe du deuxième dej'ré , on pourra déterminer le 
centre. En effet, par un des points, (1) par exemple , on mènera 
la tangente par un autre quelconque (2) des' autres points 
une sécante parallèle à la tangente, dout on cberchera.le point 
d’intersection (6) avec ia courbe,,; et l'on prendra le.jaûifeudo 
Ja corde (2, 6). Joignant le point (1) avec ce point milieu, on 
cherchera le point d’inlerseclion (7) de celte nouvelle séeante 
avec la courbe , et le point milieu de celle corde sera le centre 
cherché. ‘ ' 

Remarque I. Si le point (7) était situé à rinfini , la courbe 
serait une parabole , et la deruière sécante trouvée seraR un 
diamètre. ^ ‘ 

Remarque Si le centre trouvé tombe dans l’intérieur du 
polygone convexe formé -par la jonction deux à deux des cinq 
points donnés, la courbe est pne ellipse. 

S’il tombe à l’extérieur, une hyperbole, et lestppq points 
sont sur une mémo branche de la courbe. - , >. ■. 

Remarque III. S’il n’est pas possible de former un penta- 
gone convexe 'avec' les cinq points donnés , la courbe est une 
hyperbole et les points donnés sont distribués sur les deux 
branches. 

Remarque IV. Si trois points sont en ngiie droite , le lieu 
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fiWlrique es. re.«mble dos d.«î droicos convorgodto, „„ 

Enfin les cinq points peuvent être snr une tnêtne droite. 

288. Ciliaire IV. Si l’iiexagorte inscrit se chanre en qua- 
drilatère (fiç 99) , les points eeif, c^xd, étant confondus en 

auxToi^ f l’hexagone deviennent les tangentes 

X points (ce?) , («/), et les points d’intersection des côtés et 
des tjjngentes sont sur une môme droUe. , « 

2 ^. Corollaire\. Enfin , lorsque les points a et i , e ex d 
eetf sont réunis , l’hexagone est remplacé par deux triangles’ 
dont 1 un inscrit et 1 autre circonscrit (fig, loo). *. 

't 

' 'théorème. '' ■’ 

«TT'*" i. 

droite. I ^ 3 et 6, se coupent sur une même ligne 

En effet , les côtés ai et ed(i et i'' ffidr <o»\ At^„t 

“5oS,7/; 

lagonales bf, ce, etae , fd, auront pour équations 




ce 


ae 


fd . 




P. 

— ?' 


V~ 


y — 18 


p'~a 

rf - 


(ar - «) ; 


P'- 




d’interSonS^H'^^^^^ “°»’flonn‘5es des points 

•niersecnon I , H', de,ô/’ et , «e et fd , on trouvera 

O.-, r: _ P l(p' -"« ) < 8 ' 

■ • . • ■. .. (P' -«)(?- f) 


= — ~ f~ Cy — fi') «] 

Cp'— «)(7 J 


, y, = — 
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• • P'[(p— «0 ^ + 

~ (p — “')(?' — P) — p'q ’ 

, — _ ? Ip'fi + (?' — '. 

(P— “')(?' '-:^r—p'î ’ 

d’où l’on tire 



[P'i;+W-P\ 

P' 

pf, + (î-/9) 


Eq ëg[alant les seconds membres de ces équations , on treize 
pour résultat l’équation L =: 0 (251) : donc — = et les trois 
points O , r, H', sont en ligne droite. 

Corollaire I. Comme l’on peut choisir 'pour axés deux des 
côtés quelconques pris dans le même ordre indiqué précédem- 
ment, il s’ensuit que les points O, I, II; O, l'j H'; O', I’, H; 

O', I, H' , sont trois à trois sur une même ligne droite. 

Corollaire II. Il s’ensuit encore que les polaires correspon- 
dantes aux points O, I, H , O', I', H' , se coupent trois à trois en ’ 1 

un inême point P, Q, R, S ; la polaire de chacun des ppints 
O, I, H, O', I', H', passe par l’intersection des couples de 
droites qui n’aboulissent pas à ce même point ; ainsi la polaire 
O passe par O’, celle de I par P ,^çelle de H par H' , et réci- 
proquement.*' 

De plus, le poinl^’intersection t des polairês de I et.I' est le % 
pôle de 1 1', A ïe pôle de HH' , o de OO' , dont le point d’intersec- 
tion G des droites HH', OO', est le pôle de la droite oh, laquelle 
se confond avec la diagonale ' ad (242) ; de même <fv ou be a pour 
pôle le point d’intersection E des droites O O', I P, et ih ou ef, lé 
points d’intersection F des doites II', HH'. ' 

On déduit facilement de cette analyse la solution dn péoblèmc 
suivant : 
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' PROBLËiffi. 

Inscrire dans «ne courbe donnée du 2* degré on triangle dont chacun 
des cétés soit assujetti à passer par un point donué. 

Soient 0, 1, H' (fig. 102) , les trois points donnés par lesquels 
les côtés du triangle inscrit doivent passer. 

Le problème proposé revient évidemment à mener par deux 
poinis O et I deux sécantes à un même point inconnu b de la 
courbe, telles que la corde d’intersection ac passe par un troi- 
sième |K>hil H'. 

On joindra 01 , et le point d’intersection H de 01 et de la po- " 
luire du point II' sera xléterminé ; ou joindra de même OH’ , et 
le point d’interseclion I' de OH' et de la polaire du point I sera 
pareillement déterminé. 

On mènera ensuite les droites H'K)' , l'HO' , ce qui détermi- 
nera le point O' ; puis, en joignant 00', HH', on connaîtra le 
point G J qui est le pôle de la droite ad. 

Hii point G, on mènera donc les deux tangentes à la courbe 
Ga, ; et entio les sécantes Gab , ou bien Oad, Ir/*, 
qui offrent les deux spiUtious du problème, abc et edf. 

On peut encore trouver directement les deux points de la 
coui'be , £ , e , où les sécantes doivent se rencontrer. Pour cela 
on cliercbera le point d’intersection £ des droites 1 1' , 00', qui 
doivent se couper au pôle de la droite., he qui joint les deux 
poinis demandés. 

.Qptte solution peut s’étendre à un polygone quelconque. 

Applications. , ' ■ 

' . . . PROBLÈiUE. 1 

Par cinq points domés faire passer une coorbe du 2* degré.- ' 

■ ' ' ' 

Déterminée d’abord le genre de la courbe ( !98J^ et le centre 

si Ja courbe doit, avoir un centre , pu la direction des diamètres 
de la parabole si la courbe cherebée dpit é^e une parabole. . 

Premier cas. Si la courbe cherchée doit avoir un poutre , 
voici comment on pouira déterminer ses éléments par nu pro- 
cédé purement graphique , et pour cela trois points de la courbe 
suffiront lorsque le centre sera déterminé. 

SoienlO(flg. 103) le centre, déterminé ainsi qa’ila été dit pré- 
cédemment (198) ; Â, C, D, trois quelconques des points donnés. 
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Menez indéfiniment AO ,el prenez Oa=:OA. Aaâeraun diamètre. 
Menez ensuite CD, qui rencontre Aa en P ; puis joignez directe- 
nienl et réciproquement les points A, C, D, a, par les droites 
AC, «D, qui se rencontrent eu H, etaC , AD, qui se rencontrent 
en I ; la droite IIIK passant par ces deux points est la po- 
laire du point P (2al) et (243), et de plus elle est parallèle 
au diamètre conjugué à Aa (206). Menant, par le centre O, OB 
parallèle à HI , on aura la direction de ce diamètre conjugué. 

Pour savoir si la courbe doit être une ellipse ou une hyper- 
bole, par le point C ou D , à volonté, on mènera une droite 
parallèle à III, et si cette droite rencontre le diamètre Ao entre 
les points A et a , la courbe sera une ellipse ; dans le cas con- 
traire, une hyperbole. 

1” La ligure 103 a rapport au cas de l’ellipse. Alors; connais- 
sant le centre , la direction des diamètres conjugués et la 
grandeur de l’un deux , on déterminera la longueur de 1 autre 
par la méthode du n» 195. 

On construira la courbe sur ces deux diamètres conjugués 
par l’uue des méthodes connues ; ou, si l’on veut, on «Iclermi- 
nera les axes (256) , puis les foyers , la directrice , etc. 

2“ Si la courbe demandée doit être une hyperbole , après s en 
être assuré en menant par le point C ou I) (tig. lOA) une pa- 
rallèle à lllK , on mènera OB parallèle aussi à HIK , qui in- 
diquera la direction du diamètre conjugué à Aa. 

Connaissant un diamètre , la direction de son conjugué et un 
point de la courbe , on déterminera la longueur de ce second 
diamètre (81) , et l’pn construira la courbe sur ces deux dia- 
nièti'cs conjugués , connus de grandeur cl de direction. 

On pourra, si l’on veut, déterminer les asymptotes de la ma- 
nière suivante : 

Soient, en supposant le problème résolu, OS, OS' (lig. lOA bit,) 

lesasymptotesdemandécs;parlepoinl A, onmènera parallèlement 

à OB la droite indéfinie AS, qui sera tangente à la courbe au 
point A , et rencontrera lès asymploles aux points S, S'. C étant 
un point de la courbe, et la corde AC prolongée jusqu’en N et 
N' sur les asymptotes, le point milieu M de la corde AC, d’a- 
près la propriété des sécantes entre les asymptotes , sera tel 
que MN = MN' : par conséquent si l’on mène SR parallèle è SS', 
la droite OM partagera en deux parties égales la droite SR au 


Di. 
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pointu. Donc AU sera paraUèle à OS, et UN paraHèleet égale à' 
AS , et l’on aura les proportions 

MA_^ m__MV 
' Mn MO’ MN’*“MU’ 

et , multipliant entre eiles ces égalités, 

mâ^_mv * 

MÜ ' 

MN sera donc déterminé , et par conséquent l’asymptote ONS ; 
prenant CN' = AN, on aura l’autre asymptote OS'N'. 

Deuxième cas. Si la courbe demandée doit être une para- 
bole , on déterminera la direction de ses diamètres (198), et 
trois points de la courbe suftiront pour la déterminer, ainsi qu’-il 
suit 

"Par le point A (fig. 105) menez AX parallèle à la direction 
des diamètres , trouvée comme il a été indiqué ci-dessus : il 
s’agit de trouver la direction de la tangente à la courbe au point 
A , c’est-à-dire de l’axe conjugué an diamètre AX. Pour cela 
soient B et C les deux autres points connus de la parabole ; 
joignez BC, qui rencontre AX en P. Afin de déterminet*' la 
polaire de ce point , on joindra AC , et par le point B , on 
mènera BH parallèle à AX ; on mènera dé même AB , et , par 
le point C, CI parallèle à AX , et la polaire IH sera déterminée; 
enfin , par le point A, menant AT parallèle à HIK , on aura la 
direction de la tangente à l’extrémité du diamètre. 

Connaissant un système d’axes conjugués de la pai^bole, il 
suffira de connaître un point de la "courbe pour déterminer le 
paramètre du diamètre (86), et la construction detla parabole 
se fera sans difficulté (86). 

On peutencore déterminer le foyer, lorsqu’on a trouvé le para* 
mètre du diamètre AX , en menant AFG telle, que l’angle T'AG = 
TAX, et prenant sur AFG une longueur AF, égale au quart du 
paramètre (222). 

Mais on peut aussi déterminer le foyer sans être obligé de 
déterminer le paramètre; pour cela H suffira de connaître la di- 
rection de la tangente en un second point B de la courbe , ce qui 
peut se faire de plusieurs manières. La plus simple eonsislc à 
mener BM parallèle à AT, et à prendre AN = AM (207); la tan- 
penie NB.\' sera déterminée. Alors , menant BFL'’ telle , que 
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l’angle NBL = N'BH , la rencontre des droites AFG , BFL, dé- 
terminera le foyer. , 

Le foyer étant déterminé , on mènera , parallèlement au dia- 
mètre AX , SFY, qui sera l’axe del;i parabole et rencontrera la 
tangente TAT' au point T'j puis,* abaissant AQ perpendiculaire 
sur l’axe , le point S , milieu de T'Q , sera le sommet ; enfln , 
prenant sur le prolongement de l’axe SD c= SF , et élevant une 
perpendiculaire à SFY , DD' sera la directrice. 

200. Deuxième manière. Étant donnés les cinq points (fig. 96) 

O, A, c, d, e, joignez les points par les droites ah (1) , bc (2) , 
cd (3) , de (4) , et par le point a menez une droite quelconque 
nfM (6). Joignez le point d’intersection Ode (1) et (4) avec le point 
d’intersection H de (3) et (6) , et par le pjinl d’intersection 1 de 
OH et de(2) mepez \cf, qui déterminera un sixième point /*(261). 
On se servira de ce moyen pour déterminèr autant de points 
qu’on voudra. 

26i. TVofirtème mant«r«. Étant donnés les cinq points a,b,Cf 
d, e, (lig. 98), appelez les côtés du pentagone (1), (2), (3), (4), (5); 
prolongez (1) et (4) jusqu’à leur point de rencontre 0 , (3) et (5) 
jusqu’enH ; joignez OH, et par le point de concours I des droites 
OH et ic (2 ) menez le, qui sera tangente à la courbe (253). 
Par un des points donnes b menez une corde bb' parallèle à la 
tangente le , et déterminez le point d’intersection b' avec la 
courbe (260) ; menez par le milieu m de celle corde la droite 
eCm , et cherchez de même le point de rcncontte A de la 
courbe et de la sécante ; eA. sera un dianièlTe ; C , milieu de «A , 
le centre ; et enfin cB, parallèle à bb', la direction du conjugué 
de ek. , , ' . ' 

On déterminera la longueur de ce diamètre par une des mé,-> 
thodes indiquées précédemment , parmi lesquelles nous rappél- . 
lerotts la, suivante : par le point b menez une tangente ÉAS, 
ainsi qu’il a été indiqué pour la tangente au poiniis , et cherchez 
une moyenne proportionnelle à cR et ASi:, celte moyenne pro- 
portionnelle sera la longueur du demi-diamètre conjugué à ek 
(228). . ‘ ■ 
Dans chaque cas particulier on aura.égard aux remarques 
qui terminent le n« 254. ^ j , 


\ 
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PROBLÈME. 

262. Par quatre points donnés faire passer nnc parabole. 

Déterminer la direction des diamètres (199) , et le problème 
s'achèvera d’après ee qui a été dit au problème général du 
n® 259 , pour le cas de la parabole. 

PROBLÈME. ' 

263. Décrire une ellipse ou une b^Tierbole tangente à dnq droites données. 

On cherchera le centre d’après la propriété du n« 250. Con- 
naissant le centre , il suffira de considérer trois des tangentes 
dounées pour achever la construction. Soient O le centre , et ÂB> 
MN , MQ, trois tangentes (fig. 106) ; menez, à égale distance du 
centre, NP et PQ parallèles à MN et MQ : ces nouvelles droites 
seront tangentes à la courbe , et l’on déterminera sans difGcullé 
la courbe tangente au.\ quatre cOtes du parallélogramme et 
assujettie à toucher une cinquième droite AB, problème déjà 
résolu (89). 

PBOBLÈME. 

264. Décrite une ellipse inscrite dans un quadrilatère donné, et passant par 

nn point donné. • 

Déterminez le centre; construisez le parallélogramme cir- 
conscrit , et décrivez l’ellipse taugenie aux quatre côtés du pa- 
rallélogramme , et passaut par un point donné. 

DE LA NORMALE D.\NS LES COURBES DU 2* DEGRÉ. 

263. On appelle en général normale à une courbe la Iper- 
pendiculaire à la tangente au point de contact ; si'donc l’on 
considère la tangente comme unè ligne droite qui a un élément 
commun avec la courbe , on pourra dire que la normale est 
aussi perpendiculaire à la courbe au point où elle lâ-traverse. 

D’après cette définition ^ il sera très facile de détermbier 
l’équation de la normale en un point donné d’une courbe quel- 
conque du deuxième degré. 

Soit , en effet , = ipx -f: gar* l’équation générale , les axes 

conjugués faisant entre eux un angle qudeonque 6. L’équatiou 
de la taugente MT au point M (ar’y';, élant (205) ' 
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( 1 ) 

dans laquelle r=s a exprime le rapport des sinus des an- 

gles que la tangente fait avec les deux axes , l’équation de la 

normale au même point M (fig.'lO?) sera de la forme 

. y — y =-<*' {x - X') J (2) 

et il doit exister entre a et a' la relation connue (24) 
i -j- oa' 4“ (“ + <*') cp8 • = û> 

puisque les droites (1) et (2) sont perpendiculaire l^uUe à l’aiitre. 
On lire de celte équation de condition - - â ■ 

, 1 + O cos 9 

fl» J— — J 

a -|- co s 0 ' . - ^ 

par conséquent l’équation générale delà normale sera 

(/> -1- yar'J -jr-y* cos 6 

Si la courbe est rapportée à' ses axes principaux 9 = f00°, 
cos e = 0 , et l’équation de la normale devient 


r— J' 


■(x — jr'). 


( 3 ) 






{x — ar*).' 


(N) 


$00. On nomme sous-norm'ale la portion de l’axe com- 
prise entre le point où la normale rencontre cet axe et le pied 
de l’ordonnée du point de contact : ainsi PN (fig. 108) est la 
sous-normale à la courbe au pointM. .On trouvera sa valeur en 
faisant 7 = 0 dans l’équation de la normale ; et., tirant de cette 
équation, ainsi. modifiée, la valeur de — x' , on, obtiendra 
Xq — x'z=p-\-qx'. Siç=:0, la sous '^normale sTg On 
en conclut le théorème suivant : ' 

■ ' ■ THÉORÈME, ■ “ 

Dans toute pAnlioIe la toos-nonBale est conslaatc et égale au demi-paramitre. 

207. Si l'on désigne, par a,, a,, les abscisses des foyers F, F’ 
(fig. 109), on aura . 

PN=ro— «,={/>^u,)+(l4'y)*' et 'E*Nr=<r,— arÆ:(a.— p)— (l-l-^)â»' ; 
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et, d'après l’é^aiion de condition qui sert à déterminer les 
abscisses du foyer (138), 

/>— a.=a,k"i+T, p— «».= — a.I/ï+f, 

et par conséquent 

FN=Kî+^(a.+;r'l/^) , F'NzrJ/H^^Ca-aJ'l/ï+ÿ) . 


d’où 


FN _ «7, + ar> -j- y 
F^ ffj — J?' (/ 1 *4~ ? 


<» 


Mbis FM -et F'M ont aussi pour valeurs , d’après l’expression gé- 
nérale du rayon vecteur p = a ±: 

FM = P. = O. + a;' |/l + ÿ , jF'M =p.=: a.-.ar'I/ï'+ÿ ; 

FM _ FN 
F'M ~ F'N ’ 


donc 


et par conséquent la normale MN en un point quelconque de la 
courbe divise en deux parties égales l'angle des rayons vec- 
teurs ci) ce point. 

P’où l’on conclut encore que la tangente partage eu deux 
parties égales l’angle formé .par l’un des rayons vecteurs et le 
prolongement de l’autre. 


268. Lorsque la courbe est une parabole , l’un des rayons 
vecteurs F'M devenant parallèle à l’axe (ûg. llO) , on a 
'nMF' = MNF=:NMF, 

et le triangle MNF est isocèle; et la droite GFH, parallèle à la 
tangente TR , partage en deux parties égales et coupe per- 
pendiculairement la normale MN. . v 

De plus , on sait (224) que , si du foyer F on mène nne perpen- 
^ diculairc FP à la tangente MT , le pied’P de cette perpendicu- 
laire se trouve sur la perpendiculaire OY élevée sui- l’axe par le 
sommet de la parabole : donc le point P est le milieu de MT, 
car l’angle MTF =z FMT. ^ ' 

De là ce théorème : ‘ ‘ 

THÉORÈME, ■ 

Si par tons les poinlsdu plan d’une parabole on mène àlacourbe des tangentes, 
tellea que Mï, le point milieu P de la partie de chaque tangente eomprise entre 
l'axe et ,Ia courbe se Uvttre sur. la perpcudiculaite èleyée sur l'aM par lé sommet 
de ta parabole. 
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La figttre PFQN ëtaot uo r«^ng^e,' et la <kohe PF étant 
égale et parallèle à QN , la droite PQ est parallèle à l’axe.' . ; 

Il est facile de reconnaître en même teftips que le point F 
est le milieu de TN. ^ \ 

Donc : 

THÉORÈME. 

i • 

Dans toute parabole la tangente et la normale en un même point de la courbe 
rencontrent l’axe principal en deux points à égale distance du foyer. ' 

On peut déjà conclure de là que 

La longueur de la normale au sommet de la paralMle est égale é te mMMt du 
paramètre. ‘ ^ » . • , 

Ce qui est également vrai pour l’ellipse et pour l’hyperbole: 
car la distance ON étant généralement exprimée par 

^0= P + (! + «)»'. 

au sommet de la couribe on a-x'=:0, et par conséquent 
aro=p. * . , ^ .... 0 • 

269. D’après un principe de physique confirmé à chaque 
instant par l’expérience , lorsqu’un corps élastique en mouve* 
ment vient frapper une surface dans une certaîne diréction^ ce 
corps se réfléchit de Tantre côté de la perpendteolaire élév^ à 
la surface au.point de conuct , en restant dans le même plan 
perpendiculaire, et hiisant de Chaque côté de cette normale, 
des angles égaux , qu’on appelle angle tTineidenee , angle de 
réflexion. 

Si donc un point matériel , en mouvement direct, se dirige 
d'on foyer d’unè ellipse vers un poiAt quelconque de la courbe, 
la direction du mouvement réfléchi sera telle , que le point ma- 
tériel ira passer constamment par l’autre foyer (267), i et si l'on 
' conçoit au point F (fig. 109) un foyer de chaleur, un boulet 
chauffé au rouge ; par exemple , et au point F* un corps inflam- 
mable , de l’amadon , ce corps s'enflammera conme<s’il ^t 
placé au foyer Fi Les différents points de l’intérieur de la eohrbe 
se ressentiront sans doute du rayonnement du calorique i^mais 
le point F’ sera le seul où viendront se concentrer tohsles rayons 
émanés du point F. Il en serait de même des rayonesonores, etc. 

■' Dans l’hyperbole, les raydhs émanés d’un foyer sont réfiériiîS , ^ 

dans riniérieur de lü courbe, suivant la dirèclion de droites, qui, 
prolongées en sens contraire , iraient concourir à l'autre foyer. - 

16 
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Pour la parabole ; tous lé» rayons parallèles à Paie vont se 
réfléchir au foyer. 

PROBLÈME. 

870. Par un point donné mener une normale & une conihe du 2* degré. 


Soit = 2/>x + qx^ (1) l’équation de la courbe rapportée à 
ses axes principaux : l’équation de la normale menée par le point 
«,^»sera. , 


§-y=- 


p + qx 


(« —x), 


( 2 ) 


et les points d’intersection de la normale et de la courbe seront 
déterminés par les valeurs de x et de 'y résultant de l’élimina- 
tion entre les' équations (1) et (2), 

L’équation (2) pent se mettre sou» la forme ' ' 

a?» (1 + Ç) + (P — y — Pqo! — pp = 0. («) 


On y recmanatt une hyperbole équilatère dont les asymptotes , 
parallèles aux axes principaux , ont pour éclations 

■ « — P 

l+î’ 


Pq 


x: 


L’équation (3) étant satisfaite par x — n, p^ Fhyperbole 
passe par, le point donné. On connaît les asymptotes et un 
point de la courbe, on pourra donc la construire , et par consé- 
quent déterminer les points d’intersection de la normale et de la 
'Courbe donnée. 


. . 87i . Cds particuliers. Si le point donné est sur l’axe principal 
transverse , |3 = 0 , et l’équation (S) , réduite à 
. . y [«(1 + 9 ) + (?—«)] = 0 , 

est saitsfoite par = 0 , axe transverse de la courbe, et par 
V***"’ *(i + ?) + (p— “)=0j • , 

. équation d’une droite perpendiculaire 'à cet axe; ce qu’on pon- 
•jifedt pnévob d’avance à cause de la symétrie de la courbe. 

872. Si la courbe donnée est une parabole , les équations des 
^asymptotes deviennent y = 0, x=«c — p, et le problème n’a 
que trois solutions; ce qu’on rqf^nuaitra plus facilement en 
éliminant directement entre les équaUcNOS (1) et (2). 

L’éqnation (2) donne 
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— Pyar 4- |3p 

^ ""(1 +î)a? + /» — a’ 


et substituant cette valeur dans l’cquation (1) , on obtient , toute 
réduction faite , 


(G) +2p(i-H) 


-j-(7{p-«)^ 

* +4p(l-H)(p-«) 


(p- (a>/l 

— 2^-p<r 


ip^l 


Cette équation du quatrième degré se réduit à une équation du 
troisième dans le cas de la parabole, c’est-à-dire si f = 0. , 


975. On peut encore observer que toutes les normales à la cir- 
conférence passent par le centre. £n effet , dans ce cas parti- 
culier q — — 1, et l’équation (8) , réduite à 

(p — a)y + (* (j? — 7>)=0, 
est satisfaite par « =/», y = 0, quels que soient a et p. 


974. En général le problème de mener une normale à une 
courbe du deuxième degré conduit à la résolution d’une équa- 
tion du quatrième degré , telle que (G) , laquelle aura toujours 
an moins deux racines réelles , puisque le dernier terme de l’é- 
quation (G) est essentiellement négatif. 

Au surplus , on peut toujours ramener la difiiculté à la réso- 
lution d’une équation du troisième degré , au moyen de l’artifice 
de calcul suivant. 

Les points d’intersection de la normale cherchée et de la 
courbe appartiennent à la fois aux deux courbes 

= + qa^ (1) 

xy (i-{-q)-}-(p—a.)y — fiqx — ppe=:0. . (2) 

Multiplions la première par un coefficient constant indéter- 
miné m, et ajoutons au produit la deuxième équation 1 il 
viendra 

(M) m^+xy{l q. q~) mqx^+(p~»)y- (Py-f- 2wip)*-pp=.0, 

équation du deuxième degré , qui ponra représenter tonte antre 
ligne de ce degré passant par les mêmes points d’intersection. 

^ . Si l’on vent que cette équation représente l’ensemble de deux 
lignes droites , il faut et il suffit que les coefficients satisfassent 
à la relation L == 0 , ou 

16. 
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AE* + CD2_BDE + F(B* — 4AC) = 0; (74) 

substituant dans cette équation les valeurs A =:m, B=(l ^ q), 
C=z—mq, D=(;»— a), E=: — (Pq+imp), F=— Pp, on trou- 
vera, toute réduction faite, 

Upm^+ { ^V+(p-“) C(/>-h‘)9+2p] I wi-PCl-H) (p+îa)=0 , 

équation du 3* degré, débarrassée de son second terme. Si donc 
on peut résoudre cette équation , on ramènera l’équation (M) au 
système de deux droites , que l’on construira sans dilbculté : les 
points d’intersection de ces droites et de la courbe proposée se- 
ront les points où la normale demandée doit rencontrer la 
courbe. 

S75. L’équation précédente (G) iaura , ainsi qu’il a été dit 
précédemment, au moins deux valeurs réelles : par conséquent, 
le problème admet toujours au moins deux solutions, et il peut 
en avoir trois , et le plus généralement quatre. On peut se de- 
mander de déterminer tur quelle ligne doit te trouver le point 
donné, pour que le problème n’admette que troi* ou deux to- 
luliont , conditions qui exigent que des quatre racines de l’équa- 
tion (G) deux soient réelles et inégales , et les deux autres réel- 
les et égales , ou deux imaginaires et deux réelles et inégales. 
Enfin le problème n’aurait réellement qu’une solution si les deux 
racines réelles de ce dernier cas étaient égales entre elles ; ce 
qui ne peut convenir qu’au sommet de la parabole. 

276. Mais , sans analyser ce problème particulier, nous sim- 
plifierons encore la question en cherebant pour quelle position 
particulière du point donné on ne peut mener que deux norma- 
les à la parabole. 

Dans ce cas particulier, l’équation (G), dans laquelle on fait 
9 = 0 , devient, après réduction, 

x[x + (p-.)-p-^=0 

ou x^~\-i(p — — a)*lP — -^=0. 

Or on sait qu’une équation du 3* degré Qa^-f-R=0 

a deux de ses racines égales loi’sque la relation 

3 (PQ - 0R)2 — 2P (rQ-9R)(2Pï — 6Q)-f Q(2P^ — 6Q)2= 0 


=:• T- 

est satisfaite. Sabstitoaot dans cettte relaüon à P, Q, R, les va> 
leurs 

P = p — «, Q=z(p_«)2, R = 
on trouve, après avoir réduit, 

p>[8(r^)î+27p^î] = 0, 

équation qui est satisfaite soit par ^ 0, soit par 

8 (« — p)3 — npp^ = 0. (D) 

La première est l’équation de l’axe de la parabole; la deuxiè- 
me, une courbe du 8* degré que nous retrouverons bientèt. Le 
problème n’aura donc que deux solations lorsque le point donné 
se trouvera sur l’axe , ce qu’on savait déjà , ou sur la courbe (D) . 


COURBURE DES LIGNES, CEI^TRES DE COURBURE, RAYONS 

DE COURBURE, DÉVELOPPÉES ET DÉVELOPPANTES 
DES COURBES DU DEGRÉ. 

S77. Lorsqu’une droite AB ( /ig. 111 ) est tangente à deux ou 
plusieurs courbes en un même point M, ces courbes sont tan- 
gentes entre elles , intérieurement on extérieurement, selon que 
ces courbes, dans les environs du point de contact, tournent leurs 
concavités dans le même sens ou en sens contraire : ainsi les 
courbes GMD, EMF, se touchent intérieurement , et les courbes 
GMD, C'M'D’, extérieurement. 

II est évident alors que toutes ces courbes qui ont même tan- 
gente au point MN' n’ont aussi eu ce même point qu’une seule 
et même normale NMN'. 

878. Mais deux lignes courbes peuvent avoir entre dles uu 
contact plus ou moins intime, selon la nature de ces courbes ; 
et l’on dit qu’il y a osculation entre ces courbes lorsque le con- 
tact est aussi intime qu’il peut l’être, d’après la nature de ces 
courbes et la forme de leurs équations. Soient, pour Gxer les idées, 
B, A, C(fig. 11 2), trois points très rapprochés d’une courbe : com- 
me par œs trois points ou ne peut ibire passer qu’nae seule cir-!- 
conférence , il s’ensuit qu'une circonférence osculatrioe ne peut 
avoir avec la courbe plus de trois points communs, ou, pour nom 
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servir de l’expression reçue , que deux éléments communs ; AB 7 ' 
AG. De plus, comme par trois points on ne peut faire passer 
qu’une seule circonférence , on en conclut que deux circonfé- 
rences ne peuvent avoir qu’un élément commun , ou un simple 
contact , et enfin qu’on pourra juger de la courbure d’une ligne/ 
en un point donné A, par la courbure du cercle qui aurait avec 
la courbe en ce point le contact le plus intime, et que, pour cette 
raison, on nomme le cercle otculateur. 

279. Pour déterminer le centre de ce cercle , il suffirait de 
prendre à droite et à gauche du point A deux points B et G 
aussi rapprochés que possible; puis, par le milieu des cordes 
AB , AC, d’élever les perpendiculaires MO, NO :1e point de con- 
cours 0 serait le centre de courbure , et OA le rayon de cour- 
bure. ‘ 

Si l’on conçoit plusieurs cerclés tangeuts à la même droite j 
au même point, celui qui s’écartera le moins de la tangente aux 
environs du point de contact aura la coùrbure la moins grande : 
les courbures de ces cercles sont inversement proportionnelles à 
leurs rayons , et l’on peut dire que la ligne droite est une cir- 
conférence d’un rayon infiniment grand , comme un point est 
une circonférence d’un rayon nul. 

280. Soient toujours B,A,C,troIs points très rapprochés d’une^ 
courbe, au point que les lignes BA , AC, se confondent avec les 
tangentes aux points B et A . L’angle TAT' se nomme angle de 
contingence ou angle de courbure- On conçoit en effet que , si 
le point C est situé en C' au dessus on au dessous de AC, l’angle 
TAT' diminue on augmente ; et cet angle est égal à l’angle MON , 
ainsi qu’il est facile de s’en convaincré dans le quadrilatère 
MANO , dans lequel les angles en M et en N sont droits. Or , 
comme les points B , A , C , sont supposés très rapprochés , les 
perpendiculaires MO, NO, se confondent avec les normales cor- 
respondantes aux éléments BA, AC, et l’on peut dire que le cen- 
tre de courbure en un point A est le point de rencontre de la 
normale en ce point , et de la normale consécutive la plus rap- 
prochée. Le rayon de courbure n’est autre chose que la lon- 
gueur de la normale elle - même comprise entre le point A et le 
point dfimérsection des deux normales , et l’angle de courbure, 
l'angle des normales elles-mêmes. 

•-28I. (bï conçoit que pour chaque point A, A', A*., (fig. 113), 
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de la courbe MN , le ceotr» 0 de couri)are change ; fouaces 
points 0, 0', 0', se trouvent sur une nouvelle courbe PQ, et cos 
courbes sont telles , que tous les rayons de courbure sont à la 
fois des normales à MN et des tangentes à PQ. 

^ De plus , si l’on conçoit un fil enroulé le long de la courbe 
PQ , l’extrémité de ce fil en se déroulant tracera la courbe 
La courbe PQ s’appelle, pour cette raison , la développée de 
MN, qui prend le noni de développante. 

Un exemple bien simple fera concevoir mieux cette dé^ni- 
tion. ’ =* i > ' 

Soit un quadrilatère ABCD ( fig. iik ) miveloppé d’un fil , 
dont les deux bouts se réunissent en A. 

Supposons qu’un bout restant fixe , l'autre se déroule daàs le 
plan de la figure : l’extrémité A décrira d’abord l’arc AI, dont le 
centre est en B, et qui a pour rayon le côté BA; lorsque le fil 
arrive en I, sur la direction du côté BC, le centre du mouvement 
change et vient en G ; alors l’extrémité du fil décrit l’arc IH , et 
le fayon est égal à BA -j- BC ; au point H, le centre se déplace de 
nouveau et vient en D , et l’arc HK est décrit avec un rayon 
égal à DC -)-CB 4- BA , et ainsi de suite jusqu’à l’entier déroule- 
ment du fil. ^ 

La courbe AÏHKL , formée par la réunion de quatre arcs de 
cercle de rayons différents , est la développante du quadrila- 
tère ABCD. Les points B, C, D, A, sont les centres de courbure} 
BA , CB -j- BA , DC -j-CB-j- BA , etc. , les rayons de <»nâ>ure. 

Au lieu d’un polygone ou peut concevoir pour développée 
une courbe quelconque (fig. 115) ABC , une circonférence par 
exemple , que l'on supposera divisée, en un nombre assez grand 
de parties égales pour que les cordes puissent sans erreur seu- 
_sible être prises pour les arcs , et par un développement sem- 
blable au précédent on arriverait à la développante AIDK. 

1 

283. Ainsi lorsque la développée est donnée , il t»t facile de 
décrire la développante par un mouvement continu à l’aide dù 
' déroulement d’un fil : si donc on pouvait trouver la développée 
d’une courbe donnée , il serait facile de la construire par ce 
moyen. La recherche de la développée d’une courbe quelcon- 
que par la méthode générale sortirait des bornes de cet ouvrage ; 
il nous suffira pour le moment d’apjdiquer cette théorie aux 
courbes du deuxième degré , pour chacune desquelles nous dé- 
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terminerons successivement la développée en considérant cette 
courbe comme le-lieu géométrique des points d’intersection des 
normales les plus rapprochées entre elles. 

283. Développée et rayon de courbure de VelUpte. Soit l’é- 
quation de l’ellipse rapportée à son centre et à ses axes 

On trouvera facilement, d’après ce qui précède (26S), pour 
les éqqgtions des normales , 

an point (ar», 7»), ^ ^ = g^(a-ar')j 

; au point («*, yO , p — x"). ’ . 

Ces équations des normales prennent la forme 



Cherchant les coordonnées (Jf leur point d’intersection , d’après 
les formules connues on trouvera 

A^ \_y" id —fsc" ' ' 

et , à cause de 

_ y’jd'. = I [Cr" — /) (a^' + ar') — {y" -J- y) (a?" — ar’)] , 


en divisant le numérateur et le dénominateur par {id' — •r'), on 
obtiendra 

Î v’’ — y’ \ 

Mais (id, y'), (id', y") , étant deux points de la courbe , on a 
les relations A»/'* + BV'* = A*B* , A*y'* + BV* = A*B* { d’où 
l’on lire , par soustraction , 

A* Cr" + /) (>'’ - y') + B* (aî" + ar'j («" - = 0 

Pt y' — y ^ B*(<r»-f-ar') 

A* cr" 4- y) ' 


X", 
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(g»" + arp ' ' 


Telle est la valeur de l’abscisse du point de rencoUtre de deux 
normales quelconques, valeur qui , à la limite, ç’est-à-dire pour 
ar" = , y" = y', devient ^ ' 




et représente l’abscisse du point de rencontre de lA normale au 
point (ar'j y') avec la normale la plus voisine. 

On aura de même pour l’ordonnée 

Aî-P^j ' 

P=— p— U-'+^O-C/'+y) 




et, à la limite. 


Avy(y"+y) 


hp2(a;" + *')* + AMy +/)*](' 


„ _ AV' _ / A^-P^\ ^3 

P— B* A»B* — V B* ’ 

Des valeurs précédentes de a et ^ on tire 

^ = + (f^)' ’ 

substituant cte valeurs dans l’équation de l’ellipse 
-AV2 + BV* = A2B2, 


on aura 


(D) 

lieu géométrique des points de rencontre des normales consé- 
cutives 7)u de la développée de l’ellipse. Cette courbe a à peu 
près la forme symétrique abcdfÛQ. 109), 

8S4. Si l’on veut obtenir le rayon de courbure, c'est-à^djre 
la distance entre le point (»', y') et le point de rencontre de la 
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normale en ce point et de la normale voisine'^ en’ appelant p 
celte distance , on aura la relation connue 

/>* = («' — a) — 2 , 1 

V / ' 

et substituant les valeprs de a et on obtiendra 

^ f = r + = y ' 

Or , de l’équation de la normale ^ 

en faisant p 0, on tire 


— «0 = 


BV 


et pour le carré de la longueur de la normale 

N^=zW- 0^? + y^’= g^'! + , 

et,^ à cause de BV^= . BV^ = B* (A^B^ — A*^^), 




___ B* 


A=“ 


en faisant 


A* — B* : 


enfin, à cause de AV^ = A^ ( A^B* -1 BV’^) + 
on trouvera pour l’expression de la normale en fonction de x' 

' ^ A2 \C~T^ )• ■ .. . 

En snbsthnant dans les valeurs de — « et j' — p ci-dessus, 

pour les coefficients de x’ et y, leurs valeurs en fonction de la 

— l_ V, 


normale, on aura 


d’où 


1V2 

(y-«)= — a,', 

c/-i5)=p(iyi 




Digitized by Google 



— 551 “ 

d’où P = 

Donc : 

THÉORÈME. , 

Le rayonde ooiirbuTG en un point quelconque del’rflipseestégalauculwde!®-' 
normale divisé par le carré du demi-paramètre. 



2C8. La tangente de l’angle que fait avec la tangente le rayon 
vecteur mené du foyer est , comme on sait (221) , 

... B* 

iangT = ^, 

et par conséquent ^ 

.;„T- ^ ^ 

■" kn-iang^f I / , B' ’ 

V ' 


et, à cause de 
d’où 


et enfin 
Donc: 


+c^« = N2AS 

- T-®* 

sinT — , 


N = 


NA 
A • sin T ' 



(R') 


Le rayon de courbure en un point quelconque de l’ellipse est égal au paramètre 
niullipiié par le enbe de la cosécante de l’angle que fait avec la tangente en ce 
point le rayon vecteur mené du foyer. 


280. Développée et rayon de courbure de l’hyperbole. Il suf- 
fit de substituer — B* à B^ dans les équations D , R et R', et l’on 
obtiendra pour développée 



1 
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Les relations R et R’ ne changeant pas , on en conclut les mê- 
mes théorèmes pour l’hyperbole. 

287, Développée et rayon de eourhurede la parabole. L’é- 
quation de la parabole rapportée à son axe principal , l’origine 
au sommet de la courbe, étant 

les équations des normales sont 
au point {x', y) 


au point (*», jj 


Ou 




P ^ « "H (p+*") Ç- 

On trouvera , par un calcul semblable au précédent , 

«y) 

— y-y * 

et à cause de 

_ y*' = I [ [y" +y) (a:" _*') + (/' _y ) {®« , 

« = p+5 [(/* + y) -f* • 

Mais des équations y"^z=:ipx", y* = 2/>ar' , on tire 

(y H-y) (/' -y) = (2;» (y' - y) , 

etdelà 

y' — y 2/> ' 

et par conséquent « = ;, + 1 [(y _|_y) 2 ^ ar»)]. 

Ip 

A la limite , c’est-à-dire pour = y , y = y , 

, ~ « J_ k!l±££2 == £L±2!! 

V P 


et=:p. 


f y; • 


d’où l’on tire « =2 îldL^fî! — ® J. gy et y = - , ; 

P r \ 1 _ 3 • 


l'X. , 
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y-.=- (— 

Sobslituant la valeur de (« — dans l’équation de la normale 


on obtient p = 
d’où 


Ipy' — Iwj* — P/ _ * (p — «) y’ 

Sp ' 




8p 

y-= 

^ 2(« — P) 

Substituant ces valeurs de »* et y' dans Féquation de la para- 
bole y*^ = 3/w' , on trouve 


f. J. /IV 


4C«— P*) ' 


et 


P?: 


8p 


27p» 


(«-P)*, 


enfin l’équation de la développée 

équation déjà trouvée (276). Cette courbe a à peu près la forme 
oioCfig.llO). ■ “ 

■ ■' “^î 

5188. Quant au rayon de courbure , à cause de a sep -{- 
on a 

(«— »'}=(p-|-8y — jj')c=(p-j-2»';, 
p-y>=-t ^!2±|î!±f^ = -^zp4.M)=-^{p+^y, 
et par conséquent la valeur du rayon de courbure 
• P» s: (« - (j9 - ÿ’)«=: (p + 2 ar»y = ~ * 


d’o 




{p-\- 2jK)« 




.4 . I,ui ■ , • 


Si dans l’équation 

y* * /j ’K.. -r> . t 

p-y=z-^i»-s’) 

on fait p^seOfon tire «•“üT'Œp, ^ par omséquem la lonjg;Ueur 
de la normale , ^ 
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- R2 = («. — ar')*+y2 = p*+y^=^ + W=PC/’+2*^> 

et de là 


N* 

(p-|- 2®')=— , 


et enfio 
Dond : 


(P + 2-’,5 = Î^, 

Pi 

(p 4* 2a^* N* 


N> 


P* 




THËORËHB. 


Le Tsjtm de courbure de la parabole en lu point queloonque est égal au cube de 
la normale divisé par le carré du demi-paramètre. 

S89. Si l’on cherche de même la tangente de l’angle que la 
tangente an point (ad, fait avec le rayon vecteur du foyer » 
on trouvera 


d'où 


tangT=t, 

9 


8iqT = 


d’où‘ 


et 


P 

? 


k? 


+ ^ -f 2jd » 

(p4-2ad)'ï 


1 

sinT 


- (p + 2ad)* 


s 

P* 


■sin* T * 


enin 

V|* 

Donc : 


(P + 2æ')‘ _ p _ 


sm*T 


p coséc^ T. 


THÉORÈME. 


Le rajon de courbure de la parabolé en un point qndconqne est encore égal au 
demi-paramètre multiplié par le cube de la ««sécante de l'angle que lUt le-rayon 
vecteur mené du forer avec la tangente en ce point. 


1 i >9S)6'. Rayon de eouriure des courbes du deuxième degre. 
Le même calcul peut s’appliquer directement à l’équation gêné- 



— as — 


raie des sections coniques rapportées au sommet et à leurs axes 
principaux , - t 

= ipx -}■ t 

«t l’on trouvera . . 

et comme le carré de la normale p= {p 4-g*') *-J- y'^, 

donc I p — -^, I 

première propriété du rayon de courLure. " • ’ • 


5l8i. On obtiendra de même 



• P 


et p=pcoséc’T. 


On peut donc établir les deux théorèmes généraux suivants 
qui s’appliquent à tontes les courbes du deuxième degré. 

TBÉORËME. ‘ 

Dan> tonte courbe dn 3* dc) 7 é le rayon de courbure en nn point quekonque est 
Cgal au cube de la normale dirisé par le carré du deml-paramkre. 

" THÉORÈME. '*• ' ; • 


Dans tonte courbe du 3* degré le rayon de conrbare en un point quddonqne est 
égal an demi-paramètre multiplié par le cube de la cosécantc de l’angle que tait le 
rayon recteur du foyer avec la tangente en ce point. 

t • * 

PROPKIÉTÈ DES SEGMENTS. . 

■ . • • ; 

THÉORÈME L 

803 . Dans toute eouibe du 3* degré le praduit des mdonnées oorrespendantes 
b une absdsse quelconque est dans un rapport constant avec le produit des di- 
stances du pied de cette ordonnée aux points de rencontre de la courbe avec l’au 
des abscisses. -- 

En effet , soit l’équation générale des courbes du deuxième 
degré rapportée à des axes quelconques, l’origine étant en un 
point quelconque du plan , ■ > 

Ay2 -f Ery.-j- Cit? + Dy + E® 4 . F = 0 , 
ou , ordonnant par rapport à y , 

Ay^4 (B® -1- D) y -f- C®2 4 E® -}. F = 0. 

Le produit P des ordonnées correspondantes à une abscisse 
quelconque ® sera ’ ' ( 
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C®»4-E»4-F 




et désignant par x',x’, les abscisses relatives à 9 = 0, c'est* 
â-dire les racines de l’équation 

2 I E I F 


on aura 


P = ^ — *0 (» — *"). 


Or, ar — x', » — x* , abstraction faite dn signe, représen- 
tent les distances du pied de l’ordonnée aux points où l’axe des 
• X rencontre la courbe, et, G et A étant des quantités constantes, 

on a , . " . 

, P - C 

- : ITT n: =3 T , rapport constant. 

On aura donc (fig. 116) ^ ‘ 

PM . PN _ P'M' . P'N' P»M" . P"N" 

PA . PB “ P;A' . P"A . P"B • 

S93. On conclut de là cet autrô théorème : 

TBÉOa&ME II. 

Si des coupla de sécantes parallèles coupent une courbe du second degré , le 
rapport des produits des segments correspondants à chaque couple de sécantes est 
constant 

. ■ ! • ' 

En effet , le théorème précédent étant démontré qudle que 
soit la direction des axes', si l’on prend AE (iig. 117; pour axe 
'des 9 , et AG , A*C* , pour les Ordonnées parallèles à l’axe dœ y, 
bn aura ‘ . ' ’ ' 

AB . AC _ iB» . IC' 

AD . AE ~ ID . lE ■ 

Mais en considérant IC' comme axe des jr, et lE et A'E' comme 
les ordonnées parallèles à l'axe des y, on aura aussi ^ 

IB' . IC' _ A'B' . A:C' 
l£) . lE ~ A'D' . A'E' ’ 

et par conséquent, à cause du rapport commun , 

■» AB . AC _ A'B' . A'C’ 

AD . AE “* A-D» . A'E'’ - 


-> 257 — 

294. Corollaire il.’iSi l’une des sécantes OABX est un dia- 

mètre , à cause de PM= PN , etc. , on aura , jen vertu du théo- 
rème I (fig. 118) , ‘ . . ^ ‘ 

^ .. 

. PA . PB “ P' A , P'B' 7" P»A,i P»B ~ • . . ; 

295. Corollaire II. Si la sécante OÂ devient tangente à la 

courbe, on aura (fig. 119) ‘ ■ 

PM . PN PM' . P?i' 

, . — ==a = T— =TT— = etc. . ' 

PÂ^ -PA" . 

Sidoncon prend pC = t*M . PN, P^ÏT* = PTll' . P'N', les points 
L, L', etc. , seront tous sur une même droite passant par le point 
decontactA. , , . . .. .. • i , ; 

. . , L • 

l , 

296. Corollaire III. D’après le théorème II , si la courbe a 

un centre, et qw l’une des couples de sécantes. pa^ par ce 
point, on aura (ifig. 120) ■ > 

PM. PN_CA.CA'_CÂ> ' 
T15TTë“CbTcb ^ 

• 7, ‘ ■ 

et le rapport constant sera égal au rapport d^ carrés des dia- 
mètres parallèles ans sécantes. - . . 

297. Corollaire IV. Enfin, si les sécantes d’une couple deve-, 
naient tangentes à la courbe , on aurait (fig. 121) 

AB , Ae_-^; 

. AD . AË “■ ôF* ’ 

" .. ■' I , 

’ ., Afplicatione.' ' - 

PROBLÈME. : ' > 

208. Par cinq points donnés faire passai une courbe du 2* degré. 

J ' - • 

Soient A, B, C, D, E, les cinq points donims (fig. 122). Jbigpes, 
AC et £B, qui se rencontrent en H ; par le point D menez paral- 
lèlement à BE la droite DI, qui rencontre AC en 1, et soit F le 
point inconnu où cette parallèle, rencontre la courbo. D’après 
un théorème précédent (293) , on auru 

t-7 
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AH.HC AI ■ IC ■ ‘ 

BH . HE"DI . IF ' 


donc le point F sera déiermiDé. ^ 

Par le point E menez de même parallèlement à AC la droite 
EKG , qui rencontre la droite DF en K et la courbe en un point 
inconnu G; on aura de même, à cause du paraUélisme des sé- 
can.e,AC,EG.- - . / 

ÎÏTThË ■“ fTTKS- 


Le point F éuint déterminé , KG le sera aussi, et par consé- 
quent le point G. ^ 

Maintenant par les milieux M et 7/t, N et «, des cordes pa- 
rallèles AC et EG,EB'.et DF, menant les droites Mm, Nn, le 
centre' O de la courbe sera déterminé , à moins que ces droites 
ne soient parallèles , auquel cas la courbe est une parabole, dont 
la direction, de l’axe sera connue. 

Si la courbe a nn 'centre, en prenant ONX pour diamètre , 
son conjugué sera OY parallèle à EB , ‘ et il suffira de deux 
points de la courbe pour dé^rminer k grandeur de ces dia- 
mètres conjugués. Le preWè^ s’achèvera sans difficulté. 

Remarque. Pour la solution graphique du problème précé- 
dent , et en général des problèmes qui Ont rapport aux courbes de 
deuxième degré, il est quelquefois plus avantageux d'avoir d’a- 
bord recours à la soluüon numérique , en rapportant les points 
et les droites donnés A deux axes choisis convenablement. 

P^VOBLÈME. ■ • • 


899. Par quatre çointa donnés faire passer une courbe du S* degré tangente 
b une droite donnée. ' ' 

Soient B,C, D,E, et BI, les points et là droite donnés (fig. 123). 
Joignez BC et DE, qui concourent au point K, et rencontrent la 
droite donnée aux points H èi I. Si par le point I on mène paral- 
lèlement à BC la droite IFG , F et G étant les points d’intersec- . 
lion de cette parallèle avec la , courbe , on aura (296), A étant 
le point de tangente inconnu , -- 

^ÎÂ* / ÏÏX* ' ' : 

' ' ■ IF .'ÎG ■'•HB . HC* ’ ' 

Or, à' cause du parallélisme des sécantes HK et IG , on a ' 

IF . FG__ lE . ID 
KD. RE’ 
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et , par conséquent 

ÎP _ RB . KC lE . ID 
HP “ RD . RE • HB . ’ 

d’où 

IA _ k RB ■ RC klE . ID 
HA — yjii) . kl ‘ J/HB . HC’ ' 

Le point A élant déterminé par ce rapport , il y aura deux 
points qui répondront à la question ; le problème sera ra- 
mené au précédent. 

PROBLÈME. 

500. Par trois points donnés faire passer une couri» du S* degré tangente k 
deux droites données. * ■ 

Soient B, G, D (fig, 12&), les points donnés , et HI , KL, les 
tangentes concourant an point G. Supposant le problème résolu, 
soient A et P les points de contact ; joignez BD , DG, qui ren- 
contrent les tangentésaux points H et K, I et L. Si par le point I 
on mène IXY , parallèle à l’autre tangente GKL , et rencontrant 
la courbe aux points supposés connus X et T , on aura 

IX.IY_ID.IG . IX.IY_GF" 

"TF" “LG. LD “gÂ^î 

si l’on prend lU = IX . Eï , et IS tel que 
, ‘ IS _ ID . IG 

IL “ LG . LD » ' 

on obtiendra ' 

IS 

LP “ IL ’ IA “ GÂ» 

et par conséquent les points S, P, A, 'sont sur une même droite; 

Faisant une construction et un raisonnement semblables sur 
la droite BD, et prenant le point R , sur BD , tel que 
HR _ HB . HD 
RR “ RD . RB ' 

on démontrerait que les points B, P, A, sont sur une même droite : 
donc la droite RP passe par les points de contact A et P , et le 
problème est encore ramené à faire passer par cinq ^points 
donnés une courbe du deuxième degré. 

'Nous terminerons ces applications par la démonstration 
d’une propriété curieuse des courbes du deuxième degré , pro- 

17. 
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priëié qu’on pourrait démontrer, directement d’après ce qui 
précède. 

PROBLÈME. 

* 

SOI. Étant donné un quadrilatère quelconque AB CD (fig. 135), troura-]e 
lieu géométrique des points M teb, que, si de chacun de ces points on mène des 
droites MP, MQ, HS, MR, parallèles à des droites données et terminées respecti- 
eement aux quatre côtés du quadrilatère, le produit des sécantes correspondantes & 
deux des côtés opposés soit au produit des sécantes correspondantes aux denx autres 

dans un rapport constant et donné ”, c'est-à-dire que l’on ait 
HR . MQ m 

, . . MP. MS“ ÏT 


Prenant les côtés AD, AB, pour axes des coordonnées, faisons 
AD == a , AB =: ô , et représentons par e et <2 les coordonnées 
du point C. Les équations des côtés BC , DC, seront 


BG 

t 

. d—b 

CD 


^ r 

ys=- (». 

C — a ■ 


.Par le point cherché M («, p) menons, parallèlement aux axes, 
les droites M£F, MGH, dont les équations seront . 
x = «, y = |5. 


Cela posé , les triangles MRE , MFQ , MGP , MHS , donnent 


MR = 


sin REM 
sin MRE 


. ME, 



sin MGP 
sin MPG 


MG, 


MQ=^S 

^ sin MQF 


MF, 


sin M HS 

sin M$H 


MH. 


Et pnique les directions des sécantes MP, MQ/ MP, MS, sont 
données , les rapports des sinus de ces angles sont connus^ St on 
les représente pour abréger par r, r', r*, r", on aura 
MR . MQ _ rr» ME . MF 
MP . MS ~ r»t-' MG . MH ' 


on aura doue , d'après l’énoncé , 

ME . MF r*r" m m\ 

MG . MH rr' n n' 


Or MF , MG = a , et d’apr^ les équations des droites 
BC, AD, on trouvera 
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ME = P _ A _ MH= O — a + p. 

L’équation de condition deviendra , par la substitution de ces 
valeurs 

et , toute réduction faite , 

crfn'P^[</(rf— A)n'-|-c(c— a)m']ap-l-«5rfw»'«^— A8rffi'p—€i«<»i'B=0.(C) 

Le lieu {réotnétriqne des points M est donc une courbe du 
deuxième degré. On reconnaîtra facilement qu’elle passe par les 
quatre sommets du quadrilatère. > 

Si le quadrilatère se change en parallélogramme , <f=A, e=a, 
et l’équation {e) devient 

n'^ -j" m'o? — n'Ap — m’ao. = 0, 

et les côtés contigus sont parallèles à un système de diamètres 
conjugués. 

QUADRATURE DES COURBES DU DEUXIÈME DEGRÉ. 

502. Proposons-nous maintenant de déterminer Paire des 
courbes du deuxième degré , et plus particulièrement l’aire du 
segment d’une de ces courbes compris entre un diamètre quel- 
conque et deux onlonnées parallèles à soo cotyngué* 

Quadrature de P ellipse. Soit à déterminer l’aire d’un seg- 
ment d’ellipse com|Tris entre un diamètre Aa (fig. 126) , et deux 
ordonnées PN, P'N', parallèles à stm conjugué. Sur Aa, comme 
diamètre , si l’on décrit une circonférenoe conèentrique à l’el- 
lipse , et qu’on inscrive dans le segment d’ellipse une portion de 
polygone NRR'N'; puis, ayant mené les ordonnées parallèles 
NP, RS, R'S', N'P’, si l’on élève les ordonnées du cercle PM, SH, 
STI', P'M', en joignant MH, HIP, H'M', on aura jt. comparer les 
trapèzes obliques , tels que PNRS , aux trapèzes droits corres- 
pondants , tels que MPSH. 

Du point S abaissant SG perpendiculaire à PN , on auia 
■ trapèze PNRS = ^ (PN + RS) SP . sin GPS ,' • • ' 
et pour le trapèze droit correspondant. 


r . 
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^ t 

trapèze MPSH = | (PM + HS) PS.' 

Le rapport de ces deux surfaces est 

PN+RS y' + y-,;,. 

en appelant 6 l’angle des diamètres conjugués ; y', y*, et Y', Y*, 
les ordonnées PN, RS, et PM, HS. Or les équations du cercle et 
de l’eUipse sont 

y = y=;=iz(/F-p, , .. 

■ ' V B’ - ' 

d ou I on lire ^ , 

Â' et B' étant les demi-diamètres conjugués , et par conséquent 

y + y*+- _ B' .. 


Y' -f Y» 


A' 


donc le rapport des trapèzes , et par conséquent le rapport des 
segments elliptique et circulaire « et S, seront égaux à ^ sin 0 ; 


donc 


» B' . 
S“A'®‘“' 


Si donc on compare l’ellipse entière au cercle , en désignant 
l’aire de l'ellipse par £ , et par irA'^ l’aire du cercle , on aura 
' £ = nA'B' sin 0 , 

et, par conséquent aussi , A et B étant les deux axes , 

E ~ ttAB. 

Donc : ' . . 

THÉORÈME. 

L’aire'de l’dlipse est égale à faire d'ua cercle qui aurait pour diamètre une 
moyenne proporUonneUe entre les axes de ia courbe. 

On peut inetlrc encore la valeur 'de E sous la forme " 

Donc : 

( ~ THÉORÈME. ' " ' 

La surface de l’eliipse est égaie à 1a couronne comprise entre deux cercles coo' 
«ntriques dont les ^amètres sont la demi-somme et la demi-dilférence des axes. 

505. Quadrature de fhyperbole..Oa reconnaîtra sans peine 


— 2RS 

que les ordonnées d’une hyperbole quelconque sont proporlion- 
nelles aux ordonnées eorrepondaules de l’hyperbole équilatère 
construite sur le diamètre transversc. Cherchons donc la qua- 
drature de l’hyperbole équilatère , et prenons pour unité de sur- 
face la puissance de cette hyperbole : l’équation de la courbe 
rapportée à ses asymptotes sera xy=zi. 

Or, il est évident qu’on connaîtrait l’aire du segment hyper- 
bolique NBM (üg. 127), si l’on pouvait déterminer l’aire de la 
figure MPQN comprise entre la courbe , une asymptote AX , et 
les deux ordonnées MP, NQ , parallèles à l’autre asymptote. 

Pour cela, soit pris’ AC = 1 etAP = ar. Divisons CP en un 
nombre quelconque de parties , que nous ne supposons pas 
égales et élevons aux points de division les ordonnées C'B' , 
C"B , etc. ; formons enfin les rectangles CBC'D', C'B'D*C" , etc.: 
plus les points C, C',C", etc., seront rapprochés entre eux, 
plus aussi la somme des rectangles décroîtra en se rapprochant 
de l’aire hyperbolique CBMP , à laquelle elle finira par être 

Si l’on désigne par 1, x', x", x'" , etc. , les abaisses AC , AG', 
AC" AC"' , etc. , les ordonnées correspondantes seront ? 

, 1 1 L. 

5 » af* #*' ■ 


on aura , par conséquent , ^ 

rectangle CBD'C’ = CC X CB = (i* - 1 ) X 1 = *' -* » 
rectangle ÜB-IPC* = C'C'' X C'B' =r(*'’-a'') X j,= 

rectangle C'E^D'^C* = C"C'" XC''B"=»C*^^»*)Xÿ=ÿ 


et ainsi de suite.. ^ ' 

Or, U est permis de supposer que les abscisses 1, a»*, oat 

été prises en progression géométrique, et alors le premier terme 
étant 1 , et la raison »' , on aura ar* = *'* , af" =:»'* , etc. ; ^ ten 
admettant « points de division entre C et P, » =' x"* ; par consé- 
quent aussi tous les rectangles deviennent égaux à *' — 1. 

En ajoutant d’abord les deux premiers rectangles , ensuite les 
trois premiers , puis les quatre premiers , et ainsi de suite , les 
sommes seront donc 2 (*' ^,1)» 3 (x[ 1) , 4 C»' — 1), etc. 

Ainsi, les abscisses étant ^ ; 

i,x',x'\ ar'Sa?'*,elc.,«'", 




— seu- 
les aires recuogalaires ainsi prises seront exprimées par , - ,» 

0, (j?* — 1) , î(jf‘ ~ I) , — 1) , — 1), elc. , «(»* — 1): 

■ », / » 

d’où l’on voit que abscisses fonnent nne progi^ssioh géomé- 
trique commençant par l’unité , et les aires une progression 
commençant par aéro. Et comme ce raisonnement est indépen- 
dant du nnmbre de divisions faites sur CP , si donc on suppose 
n = 00 , op peut .conclure que : 

' -I.C THÉORÈME. -, 

L’aiM'^pertiriiqae comptée à partir de l’aliscisse ^ale à ruiiité et terminée 
par une pedoonée quetconque est le lo 0 arithme de ^abscisse finale , les asymptotes 
étant pdUn ponr axes! 

îSoit £ la base iuconue de ce système de logarithme on aura 

• * ' n 

'et à cause de^ , x, d’où j?'— 

' inÔ'--.)- ' . 

b = X. 

* Or, on sait que la base d’un système logarithmique est le 
nombre qui , élevé à la puissauce 1 , reproduit ce nombre lui- 
méme : donc 

• ' / • ‘ a; 

.d’où ; . Xî =3 A et n — l) 1, lorsqu’on fera n = ». 
De celte dernière équation l'on tire 

r ' ■ ■ 




et développant , d’après la formule connue, 

enfin , en faisant » == », on trouve 
» 

+r^ + irb + 

lorsqu’on prend un nombre eonven^le de termes de la série. 
Représentant ce nombre par e, on aura 

aire fiCPM (AP =: x) = e' :r: f x. 
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On donne à ce système de logarithmes le nom do logariihmu 
hyperbolique», ou logarithmes du nom'deNapier 
(Ecossais) , à qui l’on attribue l’invention des logarithmes. 

Quant à l’aire NQGB, correspondante à une abscisse AQ, moinr 
dre que AC = 1 , on aura, d’après le même raisonnement , 

aire hyperbolique NQCB = l’y ; 
et , à cause de l’ëquation xy — \, 

1 ’■ • ' 

aire NQCB = l’i = — l’ar. 

Ainsi, il sufTiràde regarder comme négatives les aires placée» 
à gauche de CB telle’, que AG = 1. , . ; • ‘ 

504. Soit généralement xy ==. l’équation^ d’une hyper- 
bole quelconque rapportée à ses asymptotes AX, AY , faisant 
entre elles un angle 9 (fig. 128). .■ , ^ 

Au point A menons AY' perpendiculaire à AX , et imaginons 
qu’on ait décrit sur les axes rectangulaires AX , AY' , comme 
asymptotes , l’hyperbole équilatèreary=:l. Soit AC = 1, AP=a?, 
et menons les ordonnées correspondantes aux deux courbes. 
On démontrera facilement, comme au n* 601, que les aires hy-^ 
perboliqnes MCPN', BCPN, sont dans le même rapport que les 
ordonnées correspondantes aux mêmes abscisses mulüpliées par 
le sinus de l’inclinaison dés ordonnées obliques : on aura donc, 
en désignant ces segments par S et a, 

. ■ S. . , . ■ • 

- = sin 9 , , ^ 

et, par conséquent, Srs m^sinôl*#, ■ 
ou, enfin, . iS = L«, 

en considérant Lp comme le logarithme de l’abscisse' dans dn 
système dont le module est wi* sin 9l ’• ' ' '' 

508. Quadrature de la parabole. Soit OMP (fig* 129)^un 
pàraboliqite , terminé par le diamètre OX et par l’or- 
donnée MP, parallèle à la tangente OY , dont il s’agit d’évaluer 
la surface. ^ ' 

Inscrivons dans ce segment une portion de polygone OM*M’M , 
et menons par les sommets les ordonnées M'P% M*P*, et les tan- 
gentes MT, M'T', M» T». Ces tangentes déterminent par leurs 
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Inlcréectlonâ successives des triangles TRT', ‘T'R'T", qu’il s’agit 
de comparer avec les trapèzes correspondants PMPM', P'M'M'P*. 

Du point R et du point I , milieu de la corde MM' , abaissant 
sur le diamètre OX les perpendiculaires RQ IH , ensuite IK 
parallèle aux ordonnées , et PL perpendiculaire à M'P', on aura 

triangle TRT'=J TT'. RQ . 

^ Z 

trtpèxe PMSrP’ = PLssIKXPI^IKXPP* LP’P=tPP^IH. 

Màis MT étant la tangente au point M , on a OT = OP , 
et de même OT'= OP' : donc PP'ssTT'. De plus, les points 
R et I sont sur le diamètre IR parallèle à OX : donc RQ = IH, 
et par conséquent le trapèze est double du triangle. On démon- 
trerait de la même manière que tous les triangles sont la moitié 
des trapèzes correspondants : par conséquent la somme des 
triangles est la moitié de la somme des trapèzes , quel que soit 
le nombre des côtés du polygone MM'M'. 

Il s’ensuit que le segment parabolique extérieur TOM ^ limite 
des triangles , est la moitié du segment parabolique OMP , li- 
mite des trapèzes , . et par conséquent ,1e- segment parabolique 
OMP est les' deux tiers du triangle rectiligne TMP ; et ce 
triangle étant équivalent au parallélogramme OPMN , qui a 
même hauteur et dont la base OP est la moitié de TP , on 
en conclut : , 

THÉORÈME. 

Un segment parabolique compris entre un diainËtre et une ordonnée parallèle è 
la tangente à rextrâniié de c» diamètre est les deux tiers du parallélogramme con- 
struit sur les coordonnées du point extrême du segmenk 

^pplicaiiont. ' • 

S06. Dans la pratique on emploie souvent le procédé suivant 
pour construire une courbe qui a une assez grande ressemblance 
avec l’ellipse. . . • 

-• SurÂB (fig. 160), axe transverse de la courbe, divisée en trois 
parties égaies aux points G et.D, on décrit ies cercles GA, DB, 
qui se coupent mutuellement aux points M et N. De ces points 
, comme f centres , avec les nnyons MGG = MDH , NGI = NDK , 
on décrit des arcs GH , IK, qui , avec les arcs GAI, HBR , com- 
plèleut une courbe continue , composée de quatre arcs de cercle 
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qui se, raccordent. ( Deux arcs sont dits se raccorder lorsqu’ils 
ont la même tangente au point de rencontre.) ' . 

PROBLÈME. 

Déterminer la différence des aires de cette ellipse à qnatre centres, de l’elUpse 
régulière dont les axes serairait AB, OE, etenOn de l’ellipse régüUète dont les 
axes seraient AB et 3/4 AB. 

En désignant par 3r la longueur AB , on trouvera facilement 
pour la surface des trois courbes 

• ^ 27 , ... 

E. = Î6''’"- 

PROBLÈME. 

507. Inscrire dans un paraUélogramme donné une ellipse d’une surface dé- 
terminée. 

En appelant 2a, 2i, les diagonales du parallélogramme , et 
la surface donnée , a? et y étant les deux diamètres conjugués 
dirigés suivant ces diagonales, on aura les relations (240) (302) 


^ 4 -^ = 1 . 


•aty = 


sinS 


Cl) 

(ï) 


e désignant l’angle' des diagonales'. 

Ces diamètres conjugués seront donc les coordonnées des 
points communs à l’ellipse (1) et à l’hyperbole (2) rapportée aux 
diagonales comme asymptotes. 

• Mais on peut les déterminer plus simplement par l’intersec- 
tion de l’ellipse (1) et d’uue droite , ainsi qu’il suit , 

' _ .. 1 J 

Multipliant les deux membres de l’équation (2) par ^ , on a 
Zxy __ 2tra^ ' 

~aF ab sin 9 ' ' 

et ajoutant les équations (1) et (8) , on trouve , toute réduction 

faite', 

' • 

X 




1_L. 

‘T^oisinô’ 
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équations de deux lignes droites , parallèles à un cdté du paral- 
lélogramme , puisque les paramètres 


a 



1m^ 
ah sin 9 


b 



■ ab sin 9 


sont proportionnels aux demi-diagonales a et b. 


PROBLÈME. 

308. Étant donnés un parallélogramme et nne droite, déterminer graphl(p]e> 
ment les points d’intersection de la droite et de i'eilipse inscrite, équiraiente à une 
eiiipse donnée. 


Connaissant la surface de l’ellipse inscrite , on déterminera 
(S07) les diamètres conjugués dirigés suivant les diagonales 
par i’inlerseclion d’une ellipse dont deux diamètres conjugués 
sont connus [et dont, par conséquent, on pourra trouver gra- 
phiquement les axes et les foyers (236)] et d'une droite, que l’on 
construira aussi graphiquement. Il n'est pas nécessaire pour 
cela que l’ellipse circonscrite soit construite (151). 

En appliquant une seconde fois la même construction à l’el- 
lipse inscrite et à la droite donnée, le problème sera résolu. 

Nous engageons le lecteur à s’exercer en fabant l’épure de ce 

problème. / . 

PROBLÈME. 

\ 

Inscrire dans un parallélogramme dimné une dlipse dont la surface wit la plus 
grande possible. 


‘ X et y désignant les demi-diamètres dirigés suivant les dia- 
gonales 2a , 2è , et S la surface mconnae de l’ellipse demandée, 
on aura les deux équations . . 


b^~ : 



(l) 


rrary sin ®î=:S , ' ' * (^) 


e étant l’angle des diagonales. 

Substituant dans l'équation (1) la valeurs de y tirée de là se- 
conde , on aura , toute réduction faite , 


o»S» 


sin* 9 


= 0 , 


d’où 



’ sin 8 


|/nVA*sin*e_ùS*, . 


et par conséquent la plus grande valeur de S sera 


s 


s = 
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Ttah sin 0 


2 ' 

et les demi-diamètres conjugués seront 

a h 

" = ^=Vï 


d’où Ton voit que l’ellipse demandée doit toucher les cétés du 
parallélogramme en leur milieu. 

^ PROBLÈME. 

509. Étant données denx paraboles égales ayant. lenr sommet et leur foyer 
sur la même droite, par nn point quelconque de la parabole Intérieure on mène 
à cette courbe une tangente, qui coupe la parabole extâieure en deux points ; dé- 
terminer l'aire du segment parabolique ainsi formé. 

Soit prise pour axe des abscisses la droite qui passe par les 
sommets et les foyers : en désignant par a la distance ÂA' ( fig. 
131 ) des sommets , et les courbes étant rapportées à des axes 
rectangulaires , on aura pour leurs équations 

I Y* = 2/>X , parabole extérieure , 

= 2/>(X — a), parabole intérieure. 


La tangente RTS en un point T (a , p) de la courbe intérieure 
aura pour équation 

r — p— P 


ou yz=^-x-{-p[ct~-ia)-, 

et comme le point ( « , ^ ) est un point de la parabole intérieure, 
on déterminera « en |3 par la relation 

P‘ = 2p(tc — a), ; 


d’où 


a 



-f a et 




Par conséquent Téquation de la tangente BTS sera 
‘ — 2/>a). 

* » n' 

Les diamètres d’une parabole étant parallèles à l’axe , le dia- 
mètre dé la parabole extérieure, passant par le point T , aura 
pour équation y ^ , et rencontrera la courbe en qp point I , 
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dont les coordonnées seront, Çp, ^ : par, conséquent IT 
sera égal à .... 

D’ailleurs , en éliminant j; entre les équations 


y2 = 2p®, + î C|5*— 2pa), 


pour obtenir l’ordonnée du point de rencontre R de la tan^nte 
et de la parabole extérieure , on trouve 

RP ou y — P s 2po‘- 

Or, le segment parabolique RIS , double du segment RIT , a 
pour expression de son aire 

hx.RP = Ja.K2^: 


donc la valeur du segment parabolique est indépendant des 
coordonnées du point de tangence ; elle sera donc la même, en 
quelque point de la parabole intérieure que la tangente soit 
menée. * 

Ce segment est donc égal aux 2/8 du rectangle C'B'B'C', 'qui a 
pour cêtés la distance des sommets et la longueur de la tan- 
gente perpendiculaire à l’axe au sommet de la courbe inté- 
rieure. 


DE LA SIMILITUDE DES COURBES DU 2« DEGRÉ. . 

» 

SiO. Jusqu’ici nous nous sommes occupés exclusivement de 
la forme absolue des courbes du deuxième degré ; il s’agit main- 
tenant de comparer entre elles les courbes de même genre , et 
de déterminer les cai^ctères auxquels on . reconnaît que ces 
courbes sont de même fbme , c’est-à-dire sont seinblables. 

Deux ligures gécnnétriques sont dites semblables lorsque tous 
les éléments linéaires qui les composent ont entre eux les mêmes 
rapports chacun 'à chacun ; et , si les angles font partie deé élé- 
ments de ces figures, il faut encore 'que les angles correspon- 
dants dans les deux figures jsoient égaux. Les lignés et les angles 
corresj^ndants sont dits^ homologues. 
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Parmi les courbes du deuxième deg^ré , les ellipses et les 
hyperboles ont deux éléments , qui sont les axes , d'où dé> 
pendent la forme et la grandeur de. ces courbes. Les para- 
boles, un seul élément, qui est le paramètre. On est donc conduit 
à établir en principe que deux ellipses ou deux hyperboles sont 
semblables lorsque leurs axes sont proportionnels ; et que toutes 
les paraboles sont semblables entre elles , comme deux cercles , 
espèces d’ellipses , déterminées par un seul élément , qui est le 
rayon. Cette vérité peut être démontrée par le raisonnement , 
ainsi qu’on va le voir dans la suite de ce chapitre , pour chaque 
genre de courbes du deuxième degré en particulier. 


511. De» ellipteM 4emblablet. Deux courbes étant rapportées 
à un même système d’axes ou à des axes^difTérents , on désigne 
sous le nom de points homologues les pomts dont les coor- 
données sont dans un même rapport constant. Les lignes' homo- 
logues correspondent.aux points homologues. 

’ . .THÉORÈME. , 

Lorsque deux ellipses ont leurs axes proportionnels, tontes les droites qu’on 
peut conceroir dans l’une sont proportionnelles aux droites homologues dans l'au- 
tre, et les ellipses sont semblables. 


En effet, on peut concevoir que ces deux ellipses seront 
placées de manière que leur centre et leurs axes coïncidât 
(dg. 132) : alors , A et 6, A' et B', désignant le^jlemi-axes de ces 
ellipses , leurs équations seront ^ 

A2y2 + = A^B^ , A «y* + = .WB'î. 

f ^ 

Soit y=zax l’équation d’une droite quelconque OmM , menée 
par le centre commua des deux ellipses ^ on trouvera facilement 
^ AB ABa 

- A'B> ' ' A'B'al 

® * P^'AV + B^’ ^ 

ensuite ‘ - • ' 




OM = k y* 4; = 

Ollier k^ 


KA^u^+B?-' 


5 ■ i 


k'i+o»; 


Digiiized 


by Google 


I. .i-x B B' - « U OM B 
«, puisque par hypovbèse j=^,onaura -c= ^ = — = g-„ 

' indépendamment d’aucune valeur de a : donc, pour une seconde 
droite.tdie que OnN, on aurait de même' ^ ‘ 

ON _ B 

' T''’ ■■••• ' . • • On “B*» • ; : . 

. v; ■' . V •' • 2^ — ^ — 2. . ' . 

. . . ' OmTOn^B’’ 

et, par conséquent aussi > ■ ' . ■ 

mn B’ A'‘ 

' Donc : les points d’intersection des courbes par une droite 
^quelconque, menés du centre commun O sont des points bomo- 
. logues ; donc deux cordes homologues sont dans le même rap- 
port que les axes, et de pjus sont parallèles f et, en étendant te 
raisonnement à deux droites quelconques! homologues entre 
elles, on démontrerait de la même manière que ces-droites sont 
dans le même rapport que les axes. .. . ' . / 


THÉORÈME. 

S12. Si deux elUpses sont semblables, tes paramètres, les distances focales, 
les distances des directrices au centre ou an sommet de la oonrbe, et en général 
tous les éiéments linéaires'homologues, sont entre eux comme les axes; enfin les 
excentricités sont égaler .. . . 

En effet,. 

a, 


^ “A'2“, A’ ’ 


')■ 


donc 


P 


B^ 

’B'" 


A ' 

'À. 


'* • y ' J • g y - 

î» 1— rt»c'=I^A'*— B*^A' j/' ' 


donc 


A»’ 

c_^ - 2c A 

/.» — X' — î*' 


2c'^A'' 


* V A* ■ ‘A«- d A' 2c..., ’2c 

s- rf = - , = , y=j.„ , = g , 


donc 


c ~ e'. 


Les résultats préc^ents s’appliquent aux normales", sous- 
normales , sdtts-tangentes , rayons de courbure , et en6n aux 
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contours de deux ellipMs semblables. De pins, le» »egle$ qie 
les tan{][eBtes et normales fpnt aux points homologue» soat^ 
égaux. 

PROBLÈME. 

515, La aires da aegments on d« uclenra bomologaa d’dlipta lenibla* 
Ma sont proportioondla aui carrés da axa. 

Deux segments ou secteurs homologues étant dans le rap- 
port des surfaces entières , on aura 

S _E _ itAB __A*i 
S'~E' “ rtA'B'~P* 


Il suit de là que, si l’on construit sur les trois côtés d’un trian- 
gle rectangle, comme côtés homologues, trois parallélogrammes 
semblables, rectangles ou obliques ; et si à ces parallélogrammes 
on inscrit on l’on circonscrit des ellipses semblables , l’aire dq 
l’ellipse inscrite ou circoascrite au parallélogramme correspon- 
dant à l'hypoténuse . sera équivalente à la somme des deux 
autres. 

514. HyperholeB $emhUJ>U». De même que pour les ellipses, 
on démontrerait que deux hyperboles sont semblables lorsque 
leurs axes sont dans le même rapport, que tons les éléments li- 
néaires sont dans le même rapport que les axes, et que les élé- 
ments de surface sont dans le rapport des carrés de ces mêmes 
axes. De plus , les puissances de deux hyperboles semblable» 
sont entre elles comme les carrés des axes. 

Deux hyperboles semblables, concentriques , et ayant les 
axes dirigés dans le même sens , ont les même asymptotes , et 
réciproquement deux hyperboles qui ont mêmes asymptotes sont 
semblables. 

Deux hyperboles équilatères sont des courbes semblables. 

Lorsque deux hyperboles semblables sont rapportées aux 
mêmes asymptotes, les ordonnées correspondantes à une mêoM 
abscisse sont dans le rapport des puissances, ou de» carrés des 
axes ÿ ce qti os voit facilement par les équations 


si jf rr**. 


y 

jj' A'^ 



Il soit de là que les ordonnés décroissent proportionnrilemest 
à mesure que l’abscisse augmente. 

18 
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Donc ' deux hyperboles semblables , rappwtëe» aux mêmes 

asymptotes , sont asymptotes réciproquement l’une de l’autre. . 

5IS. Paraholet temhlahles. 

, . THÉORÈME. : ■ ' 

• r ■ * 

Deux paraboles quelconques sont deux courbes semblaWes. 

En effet , si l’on conçoit ces deux courbes portées l’une sur 
l’autre de manière que les deux axes coïncident ainsi que leurs 
sommets, les équations de ces paraboles seront 
y = ipx , y' = 

■ Soit J ase une droite quelconque' OM (fig. 188) menée du 

sommet. _ . 

On trouvera facilement, pour les coordonnées des points d in- 


tersection M, wi, 

. 

2 p ip 


' ✓ 

d’où 

x' y' 2p' 


OM 

Oîn |/;p/2_j_yf2 

> Pour un antre rayon ON, on aura de même 

f • . . - 

il 

donc 

OM_ON _MN_2p 
Om On mn 2p' ’ 


et, de plus, les cordes MN etmn sont parallèles. H en est de 
même pour deux droites quelconques homologues; et en gé- 
néral les éléments homologues de deux paraboles quelconques 
sont dans le rapport de leurs paramètres , si ces éléments sont 
linéaires ; et dans le rapport des carrés de ces paramètres , si 
l’on considère les éléments de superficie. ■ > 

Et , de même que dans les ellipses et les hyperboles , les incli- 
naisons des tangentes et normales homologues sont égales. 

516. Outre cette similitude absolue, on a encore à consi- 
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dérer la simililude de position de deux courbes r ainsi par 
exemple , l’ellipse Mma} ( fig. 132 ) peut être supposée trans- 
portée en omn dans le plan de l’ellipse AMa , de manière que 
ses axes restent parallèles aux axes de celle-ci. On dit alors que 
ces deux ellipses sont semblables et semblablement situées. 

Il est facile de voir que les rayons vecteurs , qui d’abord 
coïncidaient , sont maintenant dans des directions parallèles ; 
mais il est évident aussi que les mêmes rapports entre les élé- 
ments homologues subsistent toujours , en désignant toujours 
par ce mot les éléments correspondants aux points homologues, 
c’est - à - dire tels que les coordonnées rapportées au point O 
pour l’une, et au point o pour l’autre , soient constamment dans 
le même rapport de similitude. On conçoit que le centre de 
similitude peut être un tout autre point que le centre de la 
courbe. Le rapport constant des éléments homologues s’appelle 
le coefficient de similitude. 

L’ellipse étant située dans une autre position, telle que o'm'n', 
de manière que les axes, et en général deux diamètres conjugués, 
ne soient pas parallèlesauxaxeset auxdiamètres conjugués homo- 
logues de l’ellipse AMffl , ces deux courbes ne sont plus semblable- 
ment situées , sans cesser pour cela évidemment d’être sembla- 
bles ; en général le parallélisme entre les éléments homologues 
cesse d’exister; mais le rapport de ces éléments entre eux, re- 
lativement à deux centres de similitude homologues, subsiste 
toujours , ainsi que les principes généraux de similitude abso- 
lue énoncés précédemment. 

517. En théorie générale, on peut se proposer le problème 
suivant ; 

PROBLÈME. 

Étant donnée une courbe f(»,y)=» 0 (1), trouver Téquatlon 'générale des 
courbes semblables et semblablement situées. 

Le centre de similitude de la courbe (1) éiantà l'origine des axes 
coordonnés, si a et Â sont les coordonnées du centre de simi- 
litude d’une courbe quelconque semblable et semblablement 
située à (1) , il faut et il suffit que les rayons vecteurs ipenés du 
centre de similitude aux points homologues soient constam- 
ment dans le même rapport , et pour cela les coordonnées doi- 
vent elles-mêmes être dans ce même rapport. 

On aura par conséquent . ‘ . 

18 . 
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SS * = * . coefficient de similitude 

; y . y ’ ’ 

et, & cause de ys=ar— o, ^ssy — i, 

t, , j»=i(ar— a), ys=*(ÿ— i): 


donc f équation — a),k{y — î)]=0 ' (2) 

représentera toutes les courbes sembables à (1) et semblablement 
situées. 

On pourrait se proposer le problème général de trouver 
l’équation générale des courbes semblables à une courbe pro- 
posée (1). Pour cela, il faudrait avoir égard à la fois à la posi- 
t ion des centres de similitude et à l’inclinaison des axes de l'une 
par rapport aux axes homologues de l’autre , à l’aide des for- 
mules comme pour la transformation des coordonnées. 11 nous 
suffira d’avoir indiqué la méthode pour mettre le lecteur sur la 
voie. 


THÉORËMB. 

»^U8. Deux eoarbe* d«nit te« équations du même de|p>é et homo{;êBe3 sont des 
mtmes fonetioiis da coordonnées, et ne oootienDent qu’one sente eonatanle, sont 
des courbes semblables ; etsi, les coordonnées étant rapportées an même point,, 
ce point est un centre commun de nmilitude, les courbes sont semblablement 

placées. 

Soient F(at, y,p)=0, . (1) 

F («•»»> P*) = ®» W 

les équations de ces courbes. 

L’équation générale des courbes semblables à (1) , et ayant 
même centre de similitude , sera , d’après ce qui précède , 

F(*a?, *7,/») =0, (8) 

k étant un coefficient indéterminé. 

Or , pour que cette équation (.1) devienne idmitique à Té- 
quation (2) , il suffit de poser p = ip' , ce qui donne 

F (^kx , iy, kpf ) =0, (4) 

Si m représente le degré de l’équation , le facteur sera 
commun à tous ses termes, et , divisant par ce facteur, on trou- 
vera l’équation (2). 

Donc deux cercles , deux paraboles quelconques, sont des 
courbes semblables. 

Et de plus , les diamètres conjugués des cercles étant toujours 
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perpejtdîealikiras entre eux et réciproquement , on peut dire 
que deux circonférences sont des courbes semblables et umhla- 
hlement plaeeet, ce qui n’est pas également vrai pour deux 
paraboles > qui peuvent n’avoir pas entre elles une similitude de 
position. 

PROBLÈME. 

S19. Détermioer les conditions auxquelles doivent satisfaire les coefficients 
de deux équations générales du S* degré 

Bxy -f- C®* Dy Eat F ~ 0 ^ fl) 

A'y* -j- -4* 4" E'jf-}- F = 0 , (2) 

pour que les oomtes qu'eUes re pr ésentent soient segaMableset semMsMement il 
tuées. 

On substituera dans la première A («->«) et A (x — A) à «et y, 
et on rendra l'équation résultante identique avec l’équation (2) i 
ce qui donnera , entre autres équations de condition, 

A_B _C 
A'“B'“"C'» 

c’esb4tdire que les coefBcimtts des termes du deuxième degré 
doivent être dans le même rapport. 

^pplicaiionêt 

PROBLÈME. 

S90, Étant données deux ellipses semblables et semblablement situées , me 
ner une tangente commune à ces deux courbes. 

Soient A»Y» + = A^B» , , (1) 

A«Y>+B«(«-d)a=A“B«, ’ (2) 

les éqbations des deux ellipses rapportées à des diamètres con* 
Jngués homologues , l’origine des axes étant au centre de la 
première et l’axe des « passant par le centre de la seconde. 
Les deux autres diamètres conjugués sont évidemment parallèles. 

Les équations des tangentes aux points X', Y', de la première 
ellipse , y* , , de la seconde , seront 

' A*YY' + B^XX' z= A*B», A' W + B'» (« - («> - d) =;; A“B«î 

V— B*X'y . B" 

. _ B^^ («« - O .. . A«B>»4B«(«>-d)d ... 
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Pour exprimâ* que les tangentes (3) et (&) se confondent , il 
•nfllt d’égaler identiquement les coefficients, ce qui donne 
• - • B*X' _ B'2 (aH - rf) 

■ “ A^Y'“" A'Y ’ ^ 

B2_A«B'* + B'^(ar'-iO</ 

Y' ~ A'Vl ‘ ^ 

Divisant ces équations membre à membre , on trouve 

A«X' 

JT a ■ ■ ■ -■ 

i- A'^ — dX" 

substituant celle valeur dans l’équation (5) , on aura 

^ _ A^B'îY' 

. , f . ÎT — Bi‘X'(A=*-:rfX') ’ ' • 

'substituant enfin les valeurs de æ' — d et de y dps l’équation 

J^<2y,2 ^ g, 2 _ jj 2 _ ^,2g,2 ^ 

on trouvera A*B'*X’^ + B*A“ or'» = (A* — dX') *B*. 

Or , ies.deux courbes étant semblables , les diamètres homo- 
logues sont proportionnels c’est-à-dire qu'on a 

. J’oùA*B« = B»A’S 


et l’équation précédente donne , en vertu de l’équation (1) , 


A(A^ 
X _ (/ 


( 7 ) 


. . I 

, Si l’on substitue cette valeur de X' dans la valeur précédente 
' de — <i, on trouvera 


se' — dz 


.A'(A=pA0 

■ ±d ’ 


( 8 ) 


Les.équaiions (7) et (8) ne sont autre chose que les équations 
des cordes de contact des quatre tangentes communes qu'on 
peut mener généralement aux deux ellipses. « 

Enfin, pour déterminer le point de l’axe des œ où la tangente 
commune vient le rencontrer, 'il faut, après avoir faitY=(> 
dans l’équation (3), remplacer X' par sa valeur dans l’expression 

„ . 

'ce qui donne,. , 
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ottjàcattse de la condition de similitude , 

Cette relation étant indépendante de l’angle des diamètres ; 
on en conclut cette construction bien simple : 

Par le centre O de la première ellipse (fig. 134) menez un dia- 
mètre DE, et par le centre* O' de la seconde un diamètre paral- 
lèle D'E', joignez directement et réciproquement les extrémités 
de ces diamètres , et les points de rencontre C et C des deux 
droites de jonction seront les points où les tangentes communes 
aux deux ellipses rencontreront la ligne des centres. 

On reconnaîtra facilement ,que ces points sont les centres de 
similitude des deux courbes , C le centre de similitude externe , 
C' le centre de similitude interne. 

Les cordes de contact (7) et (8) sont les polaires correspon- 
dantes. . 

Si les ellipses sont égales , il tfy aura qu’un centre de simili- 
tude interne. 

Deux cercles pouvant être considérés comme deux ellipses 
semblables et semblablement placées, les mêmes relations ont 
lieu encore, et les centres de similitude externe et interne ont 
pour abscisses 

a,- 

r et r* étant les rayons. ' ^ 

Et les équations des polaires correspondantes sont 


THÉORÈME. ' ‘ 

581. Deux ellipses semblables et semblablémenl rituées ne peuvent avoir plo» 
de deux peints communs. 

En effet, AV -j- B V =s A*B*, > W 

A»2(y — i)2 4-B“(» — a)* = A«B^ ^ (2) 

étant les équations de ces courbes, on obtiendra facilement pour 
la corde de section la seule équation - . ^ 


\ 
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las points d’intersection des deux ellipses étant situés sur une 
seule droite , ces deux courbes n’ont que deux points communs. 
On tire de l’équation (3) 

y = lî , 

' ' ’ ' w .1 

-Or ;la droite qui joint les centres* des deux ellipses a .pour 
équation 

- i’' h ■ , . 

yt=-ar. ‘ - (4) 


On voit que la corde de section (3) est conjuguée à ta ligne 
'des centres : en effet | sa mulipliant les coefficients de », on 

trouve pour produit — relation connue des droite et des 
diamètres conjugués. ’ ' ’ ' 

Si les ellipses sont des cercles, la corde de section est |>er- 
pwdiculaire à la ligne des centres. 


PROBLÈME, 

TrouTer les cooditicas de tangence de deux elliÿtes semblables et sem- 
' Uàblement situées. 

On peut conclure du théorème précédent que le point de con- 
tatc est sur la ligne des centres , et que la distance des centres 
doit être égale à la somme ou à la différence des demi-diamètres 
conjugués à la tangente commune ; le calcul met d’ailleurs ces 
résultats en évidence. / 

Lorsqu’il s’agit de deux cercles tangents , comme tous les 
diamètres sont égaux dans chacun des cercles , il s’ensuit que 
la distance des centres doit être égale à la somme ou à la dif- 
férence des rayons, selon que les cercles se touchent extérîeu- 
. rement, ou intérieurement. 

595. Les données étant les mêmes qu’au numéro précédent, 
supposons qu’une troisième ellipse O", semblable et semblable- 
blement placée , vienne A rencontrer les deux ellipses données 
O, O' , U sera fecile de déterminer les cordes de sectionMN, PQ, 

•<fig. ■- . ... 

£a effet, les équations des tPeiscoarbM sent "* 


I 
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Ay+BVnsAîRS 

. (i) 

A'V + B'* (* — ;d) > = A^B” , 

(*) 

A«2 (y — i) » F'» (» — o) = A'«B«» , 

(8) 


0 et 3 étant les coordonnées du centre de la troisième ellipse. 

Retranchant successivement l’équation (3) de chacune des 
deux premières, on trouvera sans difficulté, pour les équations 
demandées , 

MN... + 2 (4) 

PQ... 2Ay — — 2 P (rf— 

en ayant égard à la condition de simiUtnde 

A__B ^-.51 

A' "“B” A" ““ B" ’ A" ■” B"* 

Retranchant maintenant les deux équations (4) et (6) l’une de 
l’autre, on obtient 

sgd, — ^d2-B*+B«=0î («î 

d ou »=2 H 25 ; . 


et à cause de d’où (B* — B^ A* — A'* , 



A* — A« 
2rf .» 


abscisse du point de rencontre H des cordes de section MN,>PQ. 

Or, cette expression étant indépendante des coordonnées 
do centre de la troisième ellipse et des diamètres conjugués 
de celte courbe , il en résulte qu’elle sera la môme quelle que 
■oit la u^sième ellipse, pourvu qu’elle soit semblable aux deux 
premières et semblablement située. 

-De là ee théorème : 

THÉORtOIE. 

Si deux ellipses semblables semblablement Sitaées sont coupées par une tr<H- 
atéaeeUipse, les cordes de seedoo se coopereotsisr «ne méoMUgae droite, parai- 
Itli au diaioètie conjugué de nelui qui passe par les centres dea detMt pMBièMS» 

Quant à la position de cette droite, elle est très à dé- 
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terminer. En effet , reprenant les équations' (7) et (8) du n® 320 ' 
on a , en prenant d’abord les signes supérieurs , 

A (A — A') 

d * 

< » 
d’où X> + ar> = rf+^-^.'? 

et X' + g* d , A* — A'2 

2 ■^2'*” 2rf 

En prenant les signes inférieurs , on aurait de même 

Vf A (A»|~A' j 
d ' 

■ A>(A + A>) 

9 


d'où 

ét 

donc 


X' + ^=^.. + (A--AO(A + AO _, a^-a>» 

' A 'A 

X' -f- ‘t.i.A* — A'* 

2 2 2«~ 


t^te droite passe à-égale distance des polaires, auxqaelies elle est en meme 
temps parallèle. 

Elle a reçu pour celte raison le nom de dithomologue , qui 
rappelle sa propriété d’être deux fois homologue ; on lui donne 
quelquefois ausi le nom d’are radical. 

Si les ellipses sont remplacées 'par d^ cercles, la dishomo* 
logue est perpendiculaire à la droite des centres. 

, S24. Généralement on déterminera la dishomologue de deux 
ellipses semblables et semblablement placées , soit en les cou- 
pant par une troisième ellipse de même espèce, et, par le point 
d’intersection des deux coites de section , menant une droite 
parallèle aux polaires ; soit en construisant les deux polaires 
d’un centre de similitude , et menant une parallèle à égale di- 
stance de ces deux droites. 

Si les ellipses se coupent , la dishomologue est la corde de 
section ; si elles sont tangentes , la dishomologue est la tangente 
eUe-méme. i - , . , . 
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THÉORÈME. 

, 53Ü. Les trois dUhomologues de trois ellipses semblables et semblabiemea t 

situées se coupent en un seul et même point. 

Soient 

_ ifi2 ^ B'* (* — o')2 = A«B'2 , 

A»2 (y — A')* + B»2 (jj _ a»)2 r= A'^B»*, 

les équations des trois ellipses rapportées à leurs axes princi- 
paux , parallèles aux axes des coordonnées. 

Ces équations prennent la forme 

(y_A)2-l-L^(x-a)2-B2 = 0, (E) 

— O')* — B'2=0, (E) 

retranchant successivement ces trois équations l’une de l’autre , 
on obtient 

—{b — — A**) —p [2 (fl — o*)x+o^ — 0*2]— (B^ — B»2)=0, (2) 
— (A'-A»)rf(i'^i'Vp[2(o'-«*)«^o'2-a*2]-(B'2-B»2)=aO.C3i 

‘ T 

Deux quelconques de ces trois équations comportant la troi- 
sième, il s’ensuit que les trois droites (1), (2), (3), concourent au 
même point , lors même que les ellipses n’auraient aucun point 
commua. 

. De là ce théorème. -, 

THÉORÈME. 

Si trms ellipses semblables et semblablement situées se imupent deux à deux , les 
trois cordes de section concourent en un même point. 

, Remarque. Les résultats de la discussion précédente , ap- 
pliqués aux cercles , fournissent la solution du problème ; 

' Déoire un cercle tangent à trois cercles donnés, 

dont la solation a été développée dans la première partie. * ■ ‘ 


Digitized by Coogle 


PROBLÈME. 

SSt6. Inaaire dans nn parallélograrame donni aae dUpse d’aspine donnée « 
c'est-à-diie semblable à une elUpse donnée. 

Le rapport des axes de l’ellipse demandée, et par conséquent 
le rapport des diamètres conjugués dirigés suivant les diago> 
nales du parallélogramme étant donné , le problème sera ra- 
mené à un des problèmes précédents (SàO). 


PROBLÈME. 

8a7. Décrire une elUpse semblable & nne elUpse donnée, et équivalente à ta 
somme on à la diflérence de deux ellipses données. 

arety étant les demi-axes de l’ellipse semblable, a, è,et a', 
des deux autres , on aura les équations 

teyzaahàz a'b>, (1) 


A 

ÿ“Bi 


( 2 ) 


d’où l’on déduira ar et y. 

Si les ellipses sont tontes semblables, les équations seront 

0 A 

ÿ-B- 

PROBLÈME. 

I..-, 3S8, Par deox pqints donnés ftire passer nne courbe du 1* degré (elHpsenti 
b/perbole) d’espèce donnée, et qui ait son foyer en un pmnt donné. 

Soient A , B, F (fig. 1 36) , les points et le foyer donnés. La courbe 
étant donnée d’espèce, le rapport des distances de chacun dés 
points au foyer et à la directrice sera donné : désignant donc ce 

rapport des points A et B comme centres, et avec des 

rayons AT, BT', égaux à— AF, —BF, on décrira des cercles, aux- 
tn tn ^ 

quels on mènera la tangente commune TT , qui sera la direc- 
trice dn foyer; on abaissera snr TT' la perpendicnlaire FP, et 

I j ' • . I oF m o'F m 

les deux pomts a, a', sur FP , tels que ^ ^ 

ront lef somnaets , et tons ^ élëmeou seront déterraiBés. 


Digiiized by Google 


r 


— 885 — 

PROBLÈME. 

530. Décrire ane courbe du 3* degré d'espèce donnée, ellipse oa byperbolei 
tangente & deux droites données , et a jant pour foyer un point donné. 

Par le foyer donné F (fig. 137) abaissez sur MN, PQ, les per- 
pendiculaires FI , FH ; et prenez IG = IF, HL=: HF. 

En supposant que F' soit le second foyer inconnu , on aura 
F'G = F'L, égal au grand axe ou à l’axe transverse ; par consé- 
quent menant GL, et du point 0, milieu de GL, élevant une 
perpendiculaire OF' , le foyer F' devra se trouver sur celte droite. 
De plus , le point F' étant distant du point G d’une longueur 
égale au grand axe ou à l’axe transverse , et du point F d’une 
longueur égale à la distance des foyers , le point F' sera un des 
points tels que leurs distances à deux points donnés soient 
dans le rapport de deux longueurs; et la courbe cherchée étant 
semblable à une courbe donnée , le rapport du grand axe à la 

distance des foyers est connu. Donc, désignant par — le rap- 
port du grand axe à la distance des foyers , cherchez sur GF 
les deux points R et S tels que ^ ^ , et sur RS 

décrivez un cercle , qui coupera OF' au point F', second foyer. 

Connaissant les deux foyers, on déterminera facilement le 
grand axe ou l’axe transverse. 

PROBLÈME. 

550. Décrire une ellipM on nne hyperbole d'espèce donnée, tangente à une 
droite donnée, passant par un point donné , et ayant son foyer en un point donné. 

Soient F, A» MN (fig. 188), le foyer, le point et la tangente 
donnés. Par le point F abaissez sur MN la perpendiculaire FP , 
prenez PH = FP , et joignez HA. En supposant le problème ré- 
solu , soit F' le second foyer de la courbe demandée ; menez FG 
telle que F'FG = HFA , et F'G telle que FF'G s= FHA. Le 
triangle FF'G sera semblable à HFA , et le triangle FGA au 
triangle HFf ', comme ayant un angle égal GFA = HFF' compris 
cntPe deux côtés proportionnela , par suite de la similitude des 
deax premiers triangles. 

Cela posé, soient abo la courbe senciblable, /j /', les fo 3 rers. Il 
sera facile de déterminer sur cette courbe la position du point a, 
bomologue à A. En effet, sur /p, homologue à FF* et àFH, 
«owtruieex le triangle ff'ff, senÛPible à FF'G, etpar conséquent 


\ 


:;,k 


Di.^ : >-i 
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à HFA, en faisant anx points les angles ffg^Wk, et 
fpg =: FHA, Si les points a homologne à A et A homologue à H 
étaient connus , fh devrait être égal à t’axe he de la courbe , et 
le triangle fga semblable à hff' , et par conséquent à HFF et 
à GFA : on aura donc les rapports égaux 

ga ^ fa FA 

^""7Â“FH’ 

d’où , ÿa s= ic . ^ : 


donc du pointer comme centre, et d’un rayon égafà hc 


¥k 

FH 


.dé- 


crivez un cercle, qui coupera la courbe abc an point a homolo» 
gue à A. 

Dès lors le point F' sera facilement déterminé ; on mènera 
FF' telle que l’angle AFF' = a/J'^ et HFF' = afg , et l’on prendra 


FF' d’une longueur telle que 
miné. 


FF 

W 


7 - , et le foyer F' sera déler- 
fa 


On peut micore déterminer ce point .F' en décrivant sur FA un 
segment capable de l’angle ffa , et cherchant le lien géomé- 
trique des points tels , que leurs distances aux points F et H 

soient dans le rapport de =-:= = : la rencontre de ces 

rr PP i-p fp 

deux'circonférences déterminera le point F'. 

Alors F'H sera égal au grand axe on à l’axe transverso de la 
courbe ; F, P, les foyers, et tons les éléments seront connus. 


DES SECTIONS DU CONE ET DU CYLINDRE 
PAR UN PLAN. 

U 

551. Si une droite indéfinie SG (fig. 139) tourne autour d’une 
droite fixe SA , sans cesser de passer, par un même point S de 
cette ligne , et de faire avec elle le même angle GSA , la sur- 
face engendrée par ce mouvement de la droite mobile est un 
cène droit , surface illimitée de chaque côté du point S , centre 
ouvomme^ducône, et telle, que toute section par un plan passant 
par la droite fixe ou axe SA donne deux droites SG , SG', qui ne 
sont autre chose que deux positions particulières de la droite 
mobile ou de la génératrice lSG; et toute section par un plan per- 
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pendicnlaire à Taxe, conpant toutes les génératrices à égale 
distance du sommet , donne un cercle. 

Il s’agit de déterminer la nature de la section que l’on obtient 
en coupant le c6ne par un plan dirigé d’une manière quelconque, 
laquelle section sera généralement une courbe , à cause de la 
courbure de la surface. 

Soit MON une section du cône par un plan. Menons par l’ax^' 
perpendiculairement à ce plan sécant, un nouveau plan, qui cou- 
pera le cône suivant deux génératrices opposées SG, SG', et le 
plan sécant suivant une droite OX. 

SoitSO = ef, SOX=a, ASO=^, angle constant : il est évi- 
dent que la direction du plan sécant sera déterminée lorsque 
delà seront connus. 

Cela posé , il s’agit de chercher une relation entre les coor- 
données d’un point quelconque de la courbe MON , et les quan- 
tités d, a, Py lesquelles coordonnés seront rapportées pour plus 
de simplicité à la droite déterminée OX , comme axe des ab- 
scisses , et à l’axe OY, perpendiculaire à OX dans le plan de la 
section. 

; Soit donc M un point de la section, et, abaissant MP perpen- 
diculaire sur OX, faisons OP = a? , MP = y. L’ordonnée MP , 
étant contenue dans le plan MON, perpendiculaire à GSG', et , 
de plus , étant perpendiculaire à OX, doit être aussi perpendi- 
culaire an plan GSG'. Si l’on mène donc suivant MP u»plan 
perpendiculaire à l’axe SA , ce nouveau plan coupera le plan 
GSG' suivant une droite EF , perpendiculaire à la fois à l’axe 
SA et à MP, et le cône suivant un cercle EMF. On aura donc , 
d’après la propriété du cercle , 

MP2 = yï=EPXPF. ■ " . 

Or le triangle OPE donne 

EP _ sinPOE 
ÔP “ sin PEO ^ 

et à cause de sin POE = sin (200° — a) = sin « , 
sin PEO = cos ESA' =cosp; 
sin a 

on trouve EP = r- 

, , , 

Menons OC parallèle à EF , et PHI parallèle à SF : on aura 
PF =: HC = OC — OH } et le triangle OPH donnera i 
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OH_ sinOPB 

ÔF^mdOHF 

Or 

•inOPRsatin [289^(POI+PIO)>=8iB |2M*_(«42iî)]-3rfa(H-2|») 
et sinOHP c= sin PHC=sin SCO = cos CSA=:co8^, 


OH = H° 

COS^ 

Sofia H dans le triangle rectangle SOG , 

OG= |0C = rfsinj3, 
tfoà OC = 2(j sin ^ ; 


et , par ronséqaent , remplaçant £P et FF par leurs valeurs , on 
obtiendra pour r.équation de la courbe MOI7 

, idiitiK sin jS sin a sin (a 4- 2jS) , 

' cosfl cos^ô ' ^ 

Donc 


Les sections du cAne par un plan sont des courbes du 9* degré. 

Ceat pour cette raison qu’on donne quelquefois aux courbes 
du deuxième degré le nom de eoniqutt, nom trop exclusif, puis- 
(pi’il existe d’autres surfaces dont les sections par des plans sont 
aussi des courbes du deuxième degré. 


« 

558v U s’agit de faire voir maintenant que toute courbe do 
deuxième degré peut être donnée par l’intersection d’un cène 
droit déterminé et d’un plan dans une position aussi détCT' 
minée dans chaque cas particulier. Pour cela il suffit de dé* 
mon^r que l’équation (C) peut être rendue identique avec 
l’équation 

y=2^>x-f-çrx», (A) 

qui représente les trois genres de courbes du deuxième degré. 

On aura donc les deux équations 

dsinasinjS ... 


sin « sin (a -f* ip) 
CXitTf 


( 2 ) 


Changeant dans la seconde équation le produit de deux sinus 
en la différence de deux cosinus , d’api^ là formule trigono- 
métrique 
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4 sin à sin A =: cos (a i) — C08 ( a-f- i ) ,' 

• ’ .• / _Li.os COS 26— 'cos (2i 4- 261 
on aura sin « sia (« + 2^) c= • — » 

et , par conséquent , les deux équations de condition seront 
• sm«’- , ^ 

cos ( 2 « + 2 | 3 ) =çqs 2p + ços_=»p,, ^ ^ ^ , . 

et à cause de cos 2p = cos *(3 -r sin . , , . . 

cos (2a -{- 2^ = 2 (1 cos *— 1 . • (ft) 

L’équation (3) montre que sera réël quand a le sera. 

Si l’équation (A) représente une ellipse , y est négatif et plus 
petit qué l’unité : par conséquent cos (2a -J- 2|S) (U) est compris 
entre -f- 1 et — 1 , donc l’angle 2a -J- 2^ est réel , et par suite « 
l’est aussi. ^ ^ . 

Donc on peut toujours couper un cdne drok suivant une ellipse 
donnée. 

SSS. Pour l’hyperbole , 7 est positif et peut avoir toutes les 
valeurs possibles. Tant que cos (2a + 2(3) sera négatif, et alorg 
sa valeur sera < 1 , l’angle 2a + 2|S sera réel , et par suite a le 
sera aussi j mais si cos (2a + 2^) est positif, il faut que l’on ait 
cos (2a 4- sp) < 1 , et par conséquent " *. " 

:: r.;l. . ,2,d + 9 )cos 1*< i'; ' : . ; 


Pour interpréter ce résultat on se souviendra que ^ A et B 
étant les denû*axes de l’hypçrbûle, et par suite, , 

• ^ cos P <7 ^.^,—^ . '■ ■ • •• 

Or on sait qne l’angle 6 'qUe les asymptotes font avec l’axe des ar’ 
a pour expression de sa tangente 'MHor t;l \< ■ . * 

tang'Ô = i-5, 

jn îf: xio • >.'»!/;'!;• •; i 'ijio/ r.-’ 

d’où ' CQ8,0 .*. v A f. 

19 
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Donc il faut que cos ^ < cos 6 , et par conséquent |S > 9 , ou 
2|3 > 29 } c’est-à-dire que, pour placer une hyperbole donnée 
sur un cône droit déterminé , il faut que l’angle du cône soit au 
moins égal à celui des asymptotes. 

'lotM; ■ , 

554. Enfin , pour la parabole , on a y = 0 , et l’équaüoo 
(2) donne sin a = 0 , ou sin (a-J- 2^) = 0. 

La première valeur n’est pas admissible, puisqu’on aurait (1) 

= 0 , et la parabole n’existerait pas. 

,La seconde sin (« 2^)= 0 montre que l’on doit avoir • 

« -j- 2^ =: 0 , ou « -|- 2^ = 200°. 

La première peut être négligée , a serait négatif ; quant à la 
deuxième , elle montre que OX est à la génératrice SG. 

Donc toute parabole peut être placée sur un cône droit dé- 
terminé. 

555. Examinons maintenant plus particulièrement Téquation 




sin « sin 6 sin r sin (« -f- 2^) , 
' cos=*p ‘ 


cos]3 - 
dans chaque cas particulier. 

Supposons d’abord que l’équation (C) représente une ellipse. 
Pour cela il suffit que le coefficient du terme en soit négatif, 
et par conséquent que sin ( « -{- 2 p ) soit positif : car, « ne poo- 
vant être > 200°, sin « sera toujours positif. On aura donc 
« Vf- 2JS < 200» , 

et la droite OX (fig. 140) rencontre la génératrice SG en un 
point B ; par conséquent le plan coupant rencontre toutes les 
génératrices du cône. Menons OC et BD perpendiculaires à 
l’axe S.i } A et B désignant les deux axes, on sait que 


A=ï, B=^, 

^ 41 ^ 


Il 

l’équation étant de la forme .... 

En vertu dès équations (l)‘et (2), on aura donc 

2<fsin ^cofr# <f ain.2^ qj» 

sin {<K 4-W C* 4- >iP) * 


(A) 
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yP sra « si** )9 _ 2rf sin . W,» ^ • - • 

' lïHTTflpr sin(«+-2prcosp^ ^ *“«“#• 


sOB. 


SID « 


X2<ismj3 et 2B = kBD .OC. 


I î 


sin ODB 

1 

- La distance de» foyers 2o xr (/a* — sera donc égale à > J 

Kobl-db . OC. ' ' ' • 


Menant OL perpendicidaire à BDVoi aura, d’après une pro- 
priété connue , dans le triangle ODB , ■ 

Ô62=OB*:f DI^ — jDB.LB,,- I- ;.!.r 
et à cause de LB = BK -|- KL = I ( DB r)- OC ) y 


* 0£p==ü6*-dî 1 OC 

donc ’ ' ‘ , 2c = OD=BC. 

Si l’on décrit les cercles tangents aux droites S6, SG*, OB»> 
aux points H , I, F , etH', 1', F', lesquels cercles ani«nt évidem- ! 
ment leur centre sur l’axe , on aura . : 

OH = OF, BI==BF, SH=SI,- L , .j,'. 
etparsuite 0H3sCI=0F; or BI — GIssBG; ’ i 

donc ^ BF — OF =3 BC. 

De même CT ^ BP= OH'— BF'== OP ^ BP» BC , 
et par conséquent BF— OF=OP — BF', ' ’ ■ r 

’ 0B-20F==0B— 2BP} 

d’où . OF = BF' et BF = OF' , 

donc enfin, , FF'=;OD = BC} . .i «, i : , , 
donc les points F et F' sont les foÿers. • . , >i j i 

>,iPar les points H et I' menant HR, l'R' parallèles à OCÿ les* 
trisjigles semblables OHR , OBD , donneront la relation -- ' .i.: 


OR_OH OR ' _v » OH 

OB~OD’ OB + OR““ OD-fÔfff 


et 


' .L OU ’OF •’ ‘ I > ;i To-.lq :i: 


et ; par con8équetat^['’)e point R est le pied de' la directrice du' 
foycrF (249).’’ - ^ ^ 

On démontrerait de'mèibe qi^é P edt ie piéd de la directrice 
dn'fcyerP. •• i-i.usi;; .. ^ ^ 

> Le Nrfece de Fellipte sera ' 


1 ». 
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. ii.j_ "OB I/db.üC ' OB . kitÏBî — OD» 

Ea±tfAB=ir, — = x— ; — : 

2 2 , U 


5^. Si ie plan sécant se ment paràUèlement à lui-même , les 
triasgtes ODB , OCB , censerreront les même angles, et' par 
conséquent le rapport , • ' s 



restera constant , et ,les sections elliptiques seront semblables 


556. Si l’on veut placer une ellipse donnée sur un cène droit 
déterminé , on construira le triangle OBD , dans lequel OB^ 
grand axe de l’ellipse , OD ^ distance des foyers , et l’angle D, 
ooiif^léaiéDt de la moitié de l’angle du cône, sont connus. ' Par 
le-nilién K de BD ôn élèvera une perpendiculaire KNS , qui dé- 
terminera le point S , et par conséquent SO et SB ; et menant' 
par les points O eÿ B un ptUn peTpmidiculaire au plan des géné- 
ratrices SO et SB ^{lasçction aéra précisément l’eUipse donnée). - 

^ .T-: ‘Iv! i.. , fil 

537. Pour^qiiç l’équation (C) représente une hyperbole , U. 
faut que le terme en soit positif, ce qui exige que sin 
soit négatif , et par c.onséqueut que > 200°. Dans ce cas 
lo'droit OX rencontré la génératrice SG en un point B de son 
prolongement (dgi iltl). On démontrerait d’une manière sem- 
blable à la précédente ^üe OB est l’axe transverse de Fhyper-' 
bole , t^DB . OC l’axe non transv^ve, 00 iiBÊ ht distance des 
fayërsy 'lesqneléiaosit ks' points de contact des Cercles tangents 
aux génératrtdes et à là droite OX. On déterminera' 

de même les pieds des directrices R, R', j ’ 

‘ t*>> -ÿ- d',) ~ ,i' -i- ■ ■) ^ '«11* 

556. Pour placer unejhyperbole donnée sur tine dSoe déter^ 
miné , ou construira le triângle bibB^ dauS lequel an. connaît’ 
et }; ékvapt la fqq^djful^ SW op, 
déterminera le point S , et par suite SO et SB , et la oen|téupr, 

ji-t i-.t"'- : * teo 

Tl faut remarquer (^ùe, l’angle Oétant aigu, et le côté 
le triangle ODB ne sera pas plus' 

^ .éî 
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petit qne !a perpendicnlairc OL. Or lo trianf;le ODL donné 
OL = OD sin ODL = ODcosASG : il faut donc qu'on ait 

OB 


OD cos àSG < OB , d’où cos ASG < 


OD' 

OB 


Or, 20 étant l’angle des asymptotes, on a cos 0 = ; 

donc cos ASG < cos 0 et ASG >• 9 , 

et GSG’ > 20 , c’est-à-dire que l’angle des asymptotes de l’hy- 
perbole donnée doit être moindre que l’angle du cône. 

On ferait voir , comme pour les sections elliptiques , que lef 
sections hyperboliques par des plans parallèles sont toutes sem- 
blables entre elles. 

559. Enfin , la courbe (C) sera une parabole''’1or^qWé 
sin (o -4- 9/ï) =0, c’est-à-dire lorsque OX (fig. Iù2) sera paral- 
lèle à la génératrice SG, ainsi qu’on la vu précédemment ; 'lét 

.ji luo*! 

I >•» , ^ m’a il Ec, 710 
nbaabsb 


dans ce cas l’équation (C) se réduit à 

, Zd sin te sin 3 

y* = — r t ar , 

* cos ^ 


aluq 


avec la condition « 2^ = 200° , ' " 

d’où a c= 200° — 2P » 

et sin a:=sin 2jS = 2 sin p cos P; 

d’où , enfin , y^z=hd sin 2,9j?. 

Le paramètre de la parabole étant égal à hd sin zp, la dir 
stance du foyer au point O , sommet de la courbe , sera 

d sin zp = d sin P , sin p = ON . cos XON. 

Donc, du point N abaissant KF perpendiculaire sur OX , le poiqt 
F sera le foyer; et, par conséquent encore, le foyer est le point 
de contact du cercle décrit du point N comme ceiltre et tad- 
gent aux génératrices SG, SG’, et à la droite OX ; et de même 
HR, parallèle à OC, déterminera le pied de la directrice R. 

540. Pour placer une parabole donnée sur un cône déted- 
rainé , on construira le triangle rectangle ONF , dans lequel on 
connaît OF et l’angle ONF =: p ; puis élevant NS perpendicu- 
laire à Oü, on mènera, par le point O, OS, faisant avec NS 
l’angle OSN=s ONF ; OS=SC sera déterminé. H suffira de con- 
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4«inl ssitaot 'OC ■n plan pérpeadioulaire aux génératrices 

SjÇGk N ii. • 1 I - ; t I . t . ■ l'i 

Les secÜQUs par des plans parallèles à nne génératrice étant 
des parabcties, toatea ces sections seMnt semblables. 

541. En résumé , si l’on conçoit le cône et le plan sécant ré- 
tablis daiu leur situation primitive , on pourra conclure de ce 
qui précède ce théorème remarquable de géométrie soUde : 


-ifl! 1 Î>J) . -'i: f ■ • 

Pb eSne cirait, ét^ coupé par un plan dans une position déterminée, Id seeiioa 
est une ellipse, ou une hyperbole, ou une parabole; et, si l’on conçoit une sphèré 
Mgedie à la'Rdi au cdne et au plan sécant, les' foyers de 1a section se trouveront 
«BipéiB(idSaintMt4e laitière et du plan sécant.. 


» ;li •) '”,•■.11 


549. Stotion du oylindré par tm plan. Si une droite SG (fig.' 
4|^,jtpuaK autpqr d’une.droite fixe S4»én restant eonstamment 
ntéme distance , s ^eet^endrera.Qni cylindre 
fif()jt,.Il,ett Caoiè dç ^émpntçer que ^nie section (du cylindre 
par un plan qui coupe toutes- deSigénéBatiâcns est iune ellipee« 
Pour râla introduisons ,.dans l’équation ( C‘ ) la , distance 
ON = d sin P , et représentons cette distà%ce par r, l’équation 
deviendra ^ 


, 2rsing ^ , ^i sin g sin («’-f» r.l ir n: 

cosjS COS*^., ’ IJo'ft 

. puis faisant ^ = 0, on ^obtiendra pour l’éq^qu^de la sectitut 
cylindrique < , , 

, y* = 2r8mgjr~sin*sup*. . •.’:i.'> i> 

In Goffident de étant essentiellement négatif,' la- courbe'est 
une ellipse donl les axés sont • ; î; 


9A=-;— == OB , ’et 2B =^ir ou le diamètre' dii cylindre. 

.t.i: ,T^! »“»« .. . , L- J--!.,- 

^ déai^not par 1 l’ipçUnaisou du plan sécant sur.le plan pcr^ 
pédiculaire à Vaxej,.pn aura poiir l||siq’façcde|i| se 9 tiop cyU 9 r 
ludrique .. 

E = TCr*cosI. 

On démontrera aisément que les foyers situés sur OB sont 
les point de contact du cercle tangent aux droites SG, SG*, OX ; 
et l’on déterminera, comme précédemmét , les pieds des di- 
rectrices R, R'. 

Étant donné un cylindre et une ellipse , pour placpr l’ellipse 
sur le cylindre il faut que, l'un des axes étant égal au diauètre 
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ducyîindre, Vautre soit aa moins égal à ce même dlamètr^ 
En^ toutes les ellipses déterminées par des plans paraUèles 

sont égales. 

DES DIFFÉRENTS SYSTÈMES DE COORDO^ÉES. 

. \ 
f 

Coordonnée» polaire». 

S45. Au lieu de rapporter chaque 
droites, oq peut encore déterminer sa position de la , manière 

* Soit M un point quelconque du plan (fig- iUli) ; par 

déuLiné sïppos^z «ne droite PA dirigée d’-ne 
conque, mais d^rminée dans chaque cas 
évident que le point M sera déterminé si l^u ‘ 

PM et l’anple MP A' que cette distance fait avec la droite PA. 

Le point ^-appeUe le pôle , la droite PA l’mw 

PM le rayon tecteur, qui s’exprime généralement P»’' / > 

MPA , rangle du rayon >• ’ ‘‘’ 5 r 8 né£énéwl^n p 

Remarque. L’angle «croit depuis « — 0 jusqu a « , 

le rayon p peut être ‘pris positivement ou 
une Jaleur particulière de? , et alora il correspond à des points 

situés au-dessus ou au-dessous de l’axe lixe. ■ ’ 

n semblerait au premier coup d’oeil «l”* 
excéder èÔ0«>j toutefois si l’on suppose que te r^oh ^ 

d’abord se confondant avec l’axe, tourne de droite h gauc^ 
autour du pôle P, on concevra facilement qu’d pe“* ^ ^ 

tour de l’axe , des révolnüons en nombre inOm , et c est te cm 
d’un grand nombre de questions auxquelles ce 
ordonnées polaires s’applique qvec avantage , P““®P^“®" 
lorsqu’il s’agit d’éublir.des relations entre des disunces rap- 
portées à un point fixe.^ . . 

544. Le choix des éléments de ce système de coordoMées est 
aussi important que' le choix des axes rectilignes. Ordinaire- 
ment le pôle est indiqué par la nature do la 
l’axe lorsque la question ne détermine pas sa direction , 
autant que possible choisir une direaion telle , que les resulUte 
du calcul soient plus promptement et plus faedement mis 
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éridence ) et ponr cela y ayant égard aux remarques précédentes 
anr le choix des axes rectUignes , on prendra pour axe une des 
lignes de la figure géométrique dont il s’agit. ' 

341^. Toute éqtfalion /(/> , <u ) = 0 représente une ligne quel- 
conque, dont on déterminerait la forme en résolvant l’équation 
par rapport à /> , ce qui donnerait une valeur de la forme 

et en donnant à » toutes les valeurs possibles , on obtiendrait 
pour P, selon le degré de l’éqnation , une ou plusieurs valeurs, 
qni détermineraient amant de points du plan , qu’il suffirait 
d’unir par une ligne continue. 

'f ■. i ^ 

' 340. Réciproquement étant donnée une snhe de points formant 
nne Ug^e continne , on pourra exprimer par une équation al* 
gébriquo la relation constante qu'on découvrira entre les. va- 
riables P et U- , d’après la nature de la ligne donnée. > 7 > 

347. Ou pourrait d’après cqht trouver directement les équa- 
tions de la ligne droite et des courbes examinées précédemment ; 
mais on peut arriver plus prom^meni au même résultat à l’aide 
4es formulé/ suivantes , qui serviront à passer, d’un système de 
ceordonnéea rectilignes a un système de coordonnées polaires > 
et réciproquement. 

Xi, Soient le point M. (fig. 144) rapporté aux axes rectilignes OX , 
QV , faisant entre eux un angle YOX = 8 ; P le pôle , PA l’axe 
fige.} OD= a , DP =: b , les coordonnées du pèle. Par le point 
P menops PX' , PY', parallèles aux axes OX, OT, et faisons 
l’angle MPâ étant toujours représenté par» elle 
rayon vecteur PM par p. > ; . • 

' Cela posé, ,OH = ai = Oü-f- DH a -f- PR , 

■ ‘ MH=y = RH+MR = i -l-MR., 

Le triangle MPR donne 

PJJ PJJ. ^ jjjj- \ 

" ' ’ ^ sinMRT sinPMR “ sin MPR‘ ' , . ’ 

Or, ' ,sin ÀIRP ==sin 0 , sinMPB = sin (« -j-û»), 

. . sin PMRsssln Y'PM= sin [8>— .(»+#»)]} 
et p'ar conséquent ’ - ' 


P 
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Pft ' 


MR 


} 


sin 9 sin [9-— (« + “)} (“ :ri" ") 

d’où l’on lire " ' 

. ^ sin o„ 8ia9 

et substituant ces valeurs dans celles de a et de y, on a 


sin [(9 — (* "H “)] 

» Es O 4. P — T— r- 

~ sin 9 




sin (g -4~ “) 


Si les axes primitifs sont rectangulaires , on a 9 =: 100°, et 
par conséquent 

■ , ^ ^ ® ”f“ /* (*"}*“)> - -, 

y ^ A ~[" P sin ( O -j- w)< (2) 

Si l’axe fixe est parallèle à l’axe des abscisses primitives, 
a = 0 , et ' . 

\ ar =E a -f- P COS » , , ^ , 

y=:i+>sin«. , ; (3) 

^ .Enfin, si le pôle est à l’origiae des amrdonnées rectilignes 
a=0,ô = 0, et - ‘ ,w.’ . V 

X~ P cos U , 

y =E P sin U. (4) 


848. Réciproquement pour passer d’un système de coor-, 
données polaires à un système de coordonnées rectilignes, oq, 
déterminera p et u en fonction de ar, y, a et. 9, par le moyen des 
équations précédentes. ' . 

Nous prendrons seulement le cas particulier oîi il s’agit de 
passer d’un système de coordonnées polaires à un système de co- 
ordonnées rectangulaires, l’axé des x étant parallèle à l'axe 
fixe , l’origne étant située en un point quelconqùe. On tire des 
formules (3) , . . . . . . ... 

‘ P cos M — af — a V • 

. psin » =sy -ir , 

Elevant au carré et ajoutant , on obtiendra 

P K(** — «>^+ (ÿ — h? ■ ■ ' 

✓ 
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et 


d’où sia 


taag U : 


■1—1 . 
Æ — a ’ 


lang U 1 

M — T-:7= - -. i ': = ± , 


y*— 4 


cosw: 


k^l-j-wng^M ' .o)*+(ÿ — 4)*’ 

1 


- t 


±. 


X — a 


V^ï + tan^^ — a)^-j- (y — ^ 


Ces formules m simplifient si as 0, i&. s 0, et deviennent 


, = V'é‘+i‘, = 

” ■ ■ ■ ' •’ “ ' AppUcationà. 

849. Équation polaire de ligne droite. Soit l’équation de la 
ligne droite rapportée à des paramètres a et i 

' ' î+?=i.' ‘ • 

a ^ b 

I ' 

Si ron prend pour pôle l'origine des axes rectangulaires, et 
pour axe fixe l’axe des abscisses, il suffira pour passer aux 
coordonnées polaires de substituer les formules (ft) , «S/^cosu , 
y = P sin <u , ce qui donnera , toute rédaction faite, ‘ - - - 
_ ah 

V- ■ ^ a sin » + 4 cos u 

L’équation polaire de la ligne droite prend une forme plus 
simple t si l'on y fait entrer l’angle qu’elle fait avec l’axe fixe et 
‘la distance du point où elle le rencontre au pôle des coordonnées. 

Soient M (fig. 1&5) un point de la droite donnée MP, FA l’axe 
fixe , F le pôle ; désignant FP par , et par a l’angle MPÂ , on 
aura dans le triangle FMP . 

; FM sinFPM_ sin MPA 

' 'S: , FP rinFMP sin (MPA — MFP) V 

et désignant généralement par P le rayon vecteur FM , 

P = , éqaatmn ptdaire de la ligne droite. 


w 


StSO. Équation polaire du cercle» Soit y* s= l’équa- 
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don du cerdo si l’on prend pour axe fixe :une droite parallèle 
à l’axe des abscisses primitives , le pôle étant en un point quel- 
conque , on se servira des formules 
X a -}- /) cos &> y 
'■ y = i -j- P sin w , - 

ce qui donne, pour l’équation du cercle en coordonnées poUdres, 
P* -j- 2 ( a cos U i sin w) Ip -f* ^ 0» 

Le dernier terme étant indépendant de « , il s’ensuit, p' et p" 
désignant les racines de l’équation-, qn’on aura toujours j 
p'Xp"=^a^ + i*-RS 

propriété des sécantes au cercle. J.7'' ' i. 

On pourrait déduire de cette équation toutes les propriétés des 
cordes et des sécantes. ' ’ ‘ * ‘ ' 

J.. .11 , . . , I ~ ' • r: . r 


‘ Sitl'. Équation polaire de t ellipse. L’équation de l’ellipse 
Kqipoitée à son centre et à ses axés étant A*/ -|- B*** = 
on prend pour pôle le foyer F (fig. lôS) du côté ' des abscisses 
négatives , et l’axe des abscisses pour axe fixe; or, on sait que 
4ista^ d’qn point quelconque de la courbe au foyer est exr 
primée généralement par ’ ’ . , ^ 



Substituant pour a; sa valeur a;: 
à cause de A* — =c. , 



e cos U 


-j- P cos M , 


on obtiendra, 


Désignant par e Dexcentricité , c’est-à-dire le rapport de la di- 

2c 

stanqe des foyers an grand axe ^ , et par 2^ le paramètre , 
on trouve pour l’équation polaire de l’ellipse 



> P 

1 coe.. '• ^ : 



859. Équation polaire de F hyperbole. Soit A*j* — =3 

— ,A*B l’équation de i’hypeébole rapportée à son centre et à 
^ axes. Si l’on prend pour pôle, le foyer F des abscisses pbsi- 
Uves (£g.,44Îi), 1*^-^ abscisses étant U ligne fixe, on a 
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tiioiivé pour Is dutonco d nn point quelcobqoo do i& cooriie aa 
foyer F , - \ 

CSf , CJ7 

, = j--A « , = -_+A, 

selon que le point est situe sut la ^ancbe correspondante au 
foyer F ou sur la branche opposée# ‘ ' ~ ' 

Substituant pour as sa valeur en coordonnées polaires ' ' 

= o 4 - flCOS U , ‘ ' * - 

K) ■ 

et posant encore 


B2 




on obtiendra 


L 


y 


1 — e cos U f i e cos M* ‘ •- ‘ i 

On^ reconnaîtra par la discussion que chacune de ces deutfi 
équations donne les deux branches de l’hyperbole , en ayant 
'égard à la remarque précédente (343). Si l’on asstyettit /> àm’^re 
que positif, alors chacune ^de ces équations fournit une. des 
branches de la courbe. . m . ] • 

Oq remarquera aussi que /> devient infini quand 1 — Vcos® =: 0. 
i * A os ^ ^ >■ 

d’où cos »=s- et cos , c’est-ànlire Jtft^ùetetyyoïi 

vecteur est parallèle à l’asymptote OT. ' ' ' ,{'^-'' *'•1 

• A I ' - * . 

585. Équation polaire de la parabole. Soit =: ipx l’é- 
quation de la'^purabole rapportée â son axe él“àu' sôrriméi : erî 
désignant par p le rayon vecteur du foyer F (fig. 145), pris pour 
pôle, l’axe de la parabole étant pris pour l’axe fixe , on aura 


— P 


P = 5+*» 




et à cause de a? = /» cos « , on trouvera ÿar la subadtattoir - 




P * 


i ‘I 


J ■..Y-'J'iJ V ; 


"i — QOSu ' 

d où l’on voit que les trois cmirbes peuvent être représentées 
par une seule équation ' 


•r 


1 — .« COS W ’ h 


r ‘i . ■ 


dans taquelle p représente lés deux paramétra, et e <i ,’ 
^ 1 ou tât 1 , s^on'qdn Téquation représente une ellipse, une 
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b3rperbote o« nae parabole, le rapport de rexoentricité an grand 
axe oa à Taxe traDsverse. \ . • 

Ponr ai^O, d’où l’on conclut que dans les trois 

courbes la corde perpendiculaire à V axe et paeeant par le 
foyer est e'gale au paramètre, propriété qui , dans certaines cir- 
constances , pourra servir à la détersaination des foyers. 

5tS4. On sait que les planètes décrivent autour du soleil des 
courbes à peu de chose près planes et elliptiques, dont le centre 
du soleil est le foyer , ou , pour parler plus exactement , dont le 
centre du soleil est très près du foyer , en raison de la supério- 
rité de masse de cet astre sur la somme des masses des planètes 
qui composent le système solaire. Dans les questions d’astro- 
nomie on a souvent besoin de rapporter au centre du soleil 
les distances de chaque planète , et d’exprimer par conséquent 
l’équation des orbites elliptiques en coordonnées polaires : les" 
éléments de ces orbites sont les grands axes et l’excentricité. 

Soit = ' (1) 

l’équation de l’orbite elliptique AMP (fig. 346), rapportée à son 
centre et à ses axes : on a ^ 



. ~2A- A ' ^ . ^ 

d’où B* = A*(1 — e^); . 

et , par conséquent, l’équatiou de l’orbite deviendra 

^ A* (1— «]?). .; ..f 

Transportant l'origine au foyer S des absclssei positives à l’aide 
des formules ' ’ ' ' ; . 

X — c-\^p cos » Ae -4* p-cos u , 

; . . ^ , 2^ — P sût “ , . . . _ ' 

‘i M ■ t' ^ r I _ ;• V •; ‘I V 

onobtiendra , en observant qiie sia^Mss: 1 — cosftt, f 
+ 2 (1 — «*) kep cos 61 — cos *6) si: A* ^1 — t’ 
et P=*=-tA(l-î:c2 )-pco 8 6.)ï. ’ 

_ - ,• v;-. ' .. ^ ,e wr 

Extrayant la racine carrée, et prenant là valeur de p , 

A(i — ‘''0È3 é , •.i.'iüii 

P -^'1 g.ces-i»'-^ 

'X ~ ^ W ‘ 

Les points P et A, le plus rapproché et le plus éloigné du 
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foyer se .nomment le pérthdliê et l’tyiiyitV ;> Tangle MOPssa» 
est Yanemalie vraie dans les orbites planétaires ; e. rat lOttjo«rs 

' ‘ 1 ‘ 

une fraction tr^ petite : pour l’orbite terrestre , a = ^ en- 

viron» ■ , , . • 

' 1 < Applicationêi 

PROBLÈME. . . 

Étant donnée l’éqnatlon d'one courbe du 2* degrd 
■ y»«2pa! + 9»* , , ,• (i) 

rapfortée au Mimnet et a Ms aies principaux, trouver réqnalk» de b droite taii- 
geide en un point donné (s', y*) de b courbe. 

Ce problème se résout facilement à Taide des coordonnées 
polaires. 

Soit y' = A (at — a?') (2) 

l'équation d’une droite quelconque passant par le point donné. 

'Transportons l’origine en ce point comme pôle , et prenons 
pour axe fixe une doite parallèle à l'axe traraverse ; au moyen 
des formules J 

« = «'-{• I» cos w , 

y = /4-l»sin u: 

on obtiendra paria substitution de ces valeurs dans Téquation (i) 
une équation de la forme > 

le terme indépendant P n’étant autre chose que Téquation (1), 
dans laquelle «et y sont remplacés par et 7'. Or, ce point («'»/) 
étant à la courbe, P = 0 , et Téquation se réduit à 

M/. + N = 0 . ■ 

> 

Mais si Ton vent que le rayon vecteur soit dirigé suivant la 
tangente (2), il font encore que la seconde valeur de p soit nulle, 
ce qui donne Nc= 0 . _ . 

Or, dans le développement, on a 

Nsr^'sinw — 2/> cos »— îç»* cos*>: 

donc , à cause de N = 0 , on en conclut 

sin «» _' p 4 *?*' ‘ 

-) ■ ' J . cos«"“ y , 

MU eut*! W j> w;v<Ji al . . îi.uy j é; 
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Si l’on subslitne les formules de transformalion dans l’équation 

de la droite (2) , on trouve 

, sin &i 

A = : 

. ' co s w ‘ 


donc 


A = 


P 4- y** 


y ' 

et pour l’équation de la tangente demandée, 

P + , 




y 


■ (a? — *») , 


ainsi qu’on l’a trouvé précédemment par une antre méihode(205): 


PROBLÈME. 

• 

8S6. Étant donnée une droite mobile OM autour d’un point fixe O. tandis 
que ie point P décrit la dreonférence AMB un autre point m parti du point O ae 
meut sur le rayon OM, de manière que sa distance an centre soit à ce rayon dans 
le même rapport que l’arc décrit est & la dreonférence : quel est le lieu géométri- 
que des points m 7 ,, 


On trouvera facilement l’équation polaire du lien géométriqne 
en prenant pour pôle le point fixe O , ' et pour ate fixe une droite 
quelconque OF. En effet , si m est une des positions du point 
mobile , on devra avoir, en représentant OM par a , 

\ 

am arc AM p a» a 

ÔM“circ AMNB a W 

En faisant successivement w =0 , = ^ t s=: ir ^ s 

on trouvera autant de points qu’on voudra de la courbe omAiede, 
C’est la tpirale d' Arehimède- 

5S7. L’équation générale de ces spirales est de la forme »’ 

■ H ■ , K . . . . .ji .tj 

/> = Aa.'», .. 

n pouvantéfpe>Oon<l,>lon <1, . n, 

. On a encore une spirale dans l’équation - -ij> i >r . , . A- •» 

. /)=:au. '■■■ • V 

‘ C’est la tpirale logarithmique.' 

Nous engageons le lecteur à disôüter qndquea nourlies dt 
cette famille, et en particulier les courbes snfvantës: 
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I J 


p~ a cos U, 


j9 = a SID üf 


P = a tangw. 




k! . 


»p sa tt oos^w+A» 

âj;> ,. • 


-r 3Qâ ^ 

■ spihile de Goood» ’ !,:••-- • • 

spirale hyperbolique.’ ' • 

cercle décrit sur a comme 'diamètre , a 
étaat pris sur l’axe Sxeà parürdu pôle, 
cercle dont le diamètre a est perpendicu- 
laire sur l’axe fixe au pôle même. 

. courbe à deux branches symétriques, tan- 
gentes à l’axe fixe au point même du 
pôle, et ayant pour asymptotes deux 
droites perpendiculaires à l’axe fixe et 
tangentes au cercle décrit du pôle avec 
un rayon égal à a. 

Si l’on suppose que le centre du cerple de* 
rayon a parcoure la droite perpendi- 
culaire à l’axe fixe menée parie .pôle, 
et si on mène à ce cercle mobile des tan- 
gentes par le pôle, les points de contact 
appartiendront à la courbe, 
trois, courbai diiïérentes, seloo,<{ae A >dt > 
, A = a, A<o. , . ■ 


P =acosK «> -f- A, donner à £ soeoessivemen les valeur 2, 3, 
„ ô, etc., et discuter séparément les cas 

■- ’• A> a, A = o, A'< O, A = 0. Courbes 
étoilées. 

.ps=aslnK» discussion semblable. . . ^ 

^ PROBLÈME. ' • î . . 

51S8. Étant donné tm cdne droit dans lequd le rayon de la base est te tien 
dn cdté, d'un point donné sur la surface, comme centre , et d'un rayon donné, 
on trace une courbe sur la surface du edim t ensuite développe le cdne sur un 
plan : trouver l’équation de la courbe tracée par le compas et devenue plane par 
le développement. • ‘ 


Soient SCC' le cône donné (fig. 14^,' A le'^bint donné'kir sa 
surface , tel que SA=: <m ki courbe décrite de ce point peut être 
considérée comme l’iniersection . d« cône par une sphère de 
rayon égal au rayon donné r. Concevons qu’on ait mené UQpian 

cône , ou parallèle à la base, et qui 
coupe à la f9Î||,ifi,«p|i^e et le Cj^e.;l^ djQP3. cfrl^ ,Jplfrse(>. 
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lions de la sphère et du cône par ce plan , auront au moins un 
point commun M, qui sera en même temps sur la surface du cône. 
Sbient BSD', MSH , deux sections du cône par des plans passant 
suivant Taxe et suivant les génératrices connues SB , SM. Ces 
deux plans couperont le premier plan sécant et la base, l’un 
suivant les'droites parallèles BB,CC', l’autre suivant HM, GF, ce 
qui déterminera les triangles MHB, CGF. 

Cela posé , si l’on développe le cône sur le plan langent sui- 
vant la génératrice SB , soit u l’angle que feront entre elles les 
génératrices SBC, SMF, après le développement ; cet angle aura 
pour mesure un arc égal en longueur à Parc CF , décrit avec le 
rayon SC, côté du cône ; mais ce même arc étant la mesure de 
l’angle CGF, décrit avec le rayon CG, trois fois moindre, d’après 
l’énoncé : il en résalle que l’angje CGF = BHM = 3«. Prenant 
donc sur la génératrice SMF , ainsi développée , une longueur 
P = SM , le point M sera un point de la courbe développée. 

En répétant la même construction , au moyen d’une suite de 
plans parallèles à la base du cône , on obtiendra autant de points 
qu’on voudra de la courbe demandée. 

L équation polaire de celle courbe sera donc une certaine re- 
‘ lation entre p et w , relation qu’il s’agit de déterminer. 

Pour cela , du point A , menant AI parallèle à l’axe, et joi- 
gnant MI , on aura, dans le triangle HMI , 

MÎ2 == HM^ + HÎ2 -- 2HM . HI cos 3«. 


Or 




HT — - H f; > 1 

HI_ — SA=.^SA_-a, 


MH 


=AM^-AH=r2^AB^_BHJ=iH-[(p_a)2-îo._a)2], 




substituant ces valeurs dans l'équation précédente , on obtiendra 


— c)2=^p2 + * o^— |ap cos 3 m; 


9 “9 

réduisant et ordonnant par rapport à.p. 


P* — 9 «P (8 + cos 8m) + a* — r* = 0. 


(D) 


20 




— S06 

^'^Telle ëst l’équation polaire dé la courbé, en prenant pour 
nxe fixe la génératrice du point donné A , *et pour pâle Je 
sommet S du cône. 


* S89. Avant ^e construire cette courbe pour des valeurs 
{Htrticulières de a et r , examinons d’abord dans quels cas le 
développement donnera une seule courbe ou deux courbes : il 
pst évident que cela arrivera lorsque la sphère pénétrera le cône 
sans le traverser, ou qu’il y aura une courbe d’entrée et une 
o>urbe de sortie; en un mot, selon que le rayon de la sphère sera 
plus petit ou plus grand que la perpendiculaire AP abaissée du 
point A sur la génératrice opposée. 
lÀ triangle SAP donne ' ’ . 

AP =.AS sin ASP rî’a sin S , . " 

et le viangle SCC’., 

sin CSC’ _CC'_2 
.sinSCC’~SC'~3» 


o:. .V 
f.if 

d’où ' 


• ^ J, 

PAS* S -2 ** *'" — 2^~8 • 

cos - » 


sin S _ 

, 1 ç' 

“ cos-S 
delà , 

cos|s=J/^ et sinSssîsin^Scos^Szs^p^^ 

et enfin AP = a 

La condition cherchée est dtmc ’ 

joK2<2. • 

360. ‘ Supposons a = 2 , r = 2 , Féqnation (D) donnera 

f ' 8 4- cos 2 m . 1 , ii-M. , • “î 

f> = — -î-j =fc jK(^+cosaM)2,-45 , 


et 


cos 3m : 


( 1 ) 

(«) 


Dans celle hypothèse, la perpendiculaire AP devient. 
valeur plus petite que 2 ; donc la courbe développée se compo- 
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sera de deux parties. On peut vériGer ce résultat en observant 
que la valeur de p ne peut être imaginaire pour aucune valeur de 
cos 3a> , lequel étant au plus égal t — 1 , le radical sera toujours 
réel , et la valeur de p sera double pour chaque valeur de 
cos 3u. 

Occupons-nous actuellement de construire la courbe déve- 
loppée. 

D’abord il est facile de voir que le cône proposé se dévelop- 
pera suivant un secteur dont Fangle au sommet sera les ^ d’un 
angle droit. 

En effet , l’arc de ce secteur sera équivalent à la circonférence 
CFC' = 2irR , R étant le rayon de la base du cône. En désignant 
donc par A l’angle du sommet du secteur , et par c le côté du 
cône , on aura la relation 

A 2jtR R , 

et, d’après l’énoncé , 






Donc, sj d’un rayon égal au côté du cône on décrit une cir- 
conférence S (Gg. 149), et qu’on divise cette ciconférence en 
trois parties égales aux points C , D , E , chacun des secteurs 
SCD', SDE , SEC , répondra au développement du cône , et la 
courbe sera symétrique dans chacun de ces secteurs : il suffira 
donc de construire la partie de la courbe comprise dans l’un 
d’eux, par exemple dans le secteur SCD, développement du cône 
donné. 

Soit SC , génératrice du point donné A , l’axe Gxe sur lequel 
doivent être comptés les angles. 

Si l’on fait cos Su = 1 dans l’équation (1) , d’où » 0 , 


9 6 

on obtient p=-±- = 8d:2, 

V O 

d’où f. = 5, p.= l. 


Prenant donc, sur SC , Sa == 1, SA = 5, les pointa a, A , seront 
deux points de la courbe. 

En faisant décroître cos Su, c’est-à-dire à mesure que u aug- 
mente, la valeur de p, diminue et celle de />. augmente, p, cor- 
respondant au signe -j- du radical , p, au signe — . 


Pour C08 8 » = — 1 , d’où 8 u = aGO*! » “ — ~î“> 

O 

«Dtre de l’hexagone régulier, ôn a 



œ sont la plus petite' et la plus grande valeurs des rayons vec*- 
teurs. , > 

Prenant donc, sur le prolongement de £S , S£ = | , SB =: 3 , 

les points h et B seront deux nouveaux points de la courbe. 

. lût courbe, étant évidemment symétrique par rapport à la 
droite SU, sera donc complètement déterminée : elle se compose 
des deux branches aba' , ABA' , qui sont le déloppement de la 
courbe tracée siu* lu surface du cène, quoique l’équation (1) 
donne la courbe entière composée de trois parties symétriques 
relatives à chaque secteur. 

COORDONNÉES .NEUTONIENNES. 

■ < ' ' 


SGI. Ou a vu préçéétemment (11) que , les formules detraas- 
formation des coordonnées rectilignes étant de la forme . . 

HJ ','1. •! Çr* , ■ ' 


•. Tfj r. - 

les. équations transformées par. la substitution de ces valeurs 
çopservent le même degré qu’elles avaient primitivement, et 
que l’on peut disposer des constantes arbitraires qui entrent dans 
ces formules afin d’obtenir des équations plus simples qui 
fassent reconnaître plus promptemeut le genre. et l’e^tèce du 
lieu géométrique qu’elles représentent, le lieu géométrique 
étant exactement le même , soit qu’on le rapporte au premier 
système des coordonnées , soit qu’on le rapporte au second. , 
Supposons maintenant qu'on ait deux systèmes de coordon- 
nées rectilignes à axes parallèles, de telle sorte que chaque point 
du premier système soit lié au point correspondant du second 
par les relations 




mn my’ > 



m et n étant4es constantes wbitraires. ■ i 
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Il est évident que la subslitulion de ces valeurs dans unè 
équation quelconque 

F (ar, j)=0 

n’altérera pas le degré de celte équation. En effet , si o -{- 4 re- 
présente ce degré , la transformée 



contiendra au plus en dénominateur le facteur et chas- 

sant les dénominateurs , en multipliant tous les termes par ce 
facteur , la transformée en x’ et y' sera du même degré 
O -f- 4. 

Soit/‘(ar', j’)=0 une équation entre les coordonnées nouvelles ; 
si l’oq veut repasser de ce nouveau système au système pri- 
mitif , un substituera dans cette équation les valeurs^ 


, mn , ny 

x '= — , , 

X X ’ 


( 2 ) 


tirées des équations (1), et l’équation . • ■ ' “ 

Kx”. ¥)=« 

sera la relation entre les coordonnées du premier système. 


562. Ainsi que dans les transformations des coordonnées 
rectilignes ordinaires , dans cette transformation nouvelle cha- 
que point d’une figure géométrique , rapportée à un quelcon- 
que des deux systèmes a pour correspondant dans l’autre ua 
point déterminé par les relations (1) et (2) ;de sorte que, si deux 
points de la flgure dans le premier système se réunissent et se 
confondent en un seul , les deux points correspondants dans le 
second se réuniront et se confondront pareillement : d’où il ré- 
sulte qu’une ligne droite tangente à une courbe en un point du 
premier système a pour correspondante une droite tangente à 
la U'ansformée en un point correspondant dans le second. 


566. Mais outre ces rapports et ces avantages communs à 
tous les systèmes de transformation de coordonnées i celui - ci 
présente des avantages particulici's , qui sont la conséquence 
de la relation établie entre les coordonnées. On voit en effet par 
les formules (2) que , pour = 0 , ar* et y deviennent infinis. 
Si donc deux droites se coupent sur l’axe des ordonnées, le point 


correspondant dans le nouveau système, sera situé à l’inâni, et 
les droites seront parallèles. C’est ce qu^on peut démontrer di- 
rectement de la manière suivante : 

• Soient 

Y = a'X:f-i, 

les équations de deux droites , qui se coupent en un point de 
Taxe des y ; si l’on substitue dans les équations à la place de je 
•t de y les valeurs (1) on trouvera < 


mjr' amn 


Of' 




OU 


y = —je’ + an. 


mX' o'»m 

y/ — ^ 


i 


on 


Y'=|x'+a'n, ' 

tn 


équations de deux droites parallèles , puisque m et i sont des 
quantités consiantes. 


ÎHJ4. On peut encore , à l’aide de ces formules , changer l’é- 
quation d’une. courbe du deuxième degré y) O en 
l’équation d’une antre courbe aussi du deuxième degré, mais 
d’espèce différente ; il suflira pour cela dô substituer dansi l’é- 
quadon proposée les formules (1) , ce qui donnera une relation 
w»» ») = 0 , dans laquelle on déterminera convenable- 
ment les constantes m et « pour que celte équation représente 
Soit un cercle, soit deux lignes droites convergentes.. 


805. Pour déterminer graphiquement la position des points 
du deuxième système correspondants aux points du premier , 
soit M(fig. 150) un point quelconque rapporté aux axes primitifs 
OY , OX J oh prendra sur ces axes ÜA = m , OB = n, et l’on 
achèvera le panaUclogramme OBO'A : 0' sera l’origine des nou- 
veaux axes OX', OY’, réciproquement parallèles aux axes pri- 
mitifs. 


Menant l’ordonnée MP du point proposé M , joignant AP 
qui rencontre BO’ en Q , et enfin , menant par ce point QM' 
OM' MP 

telle quC'^^zs^, le point correspondant du nouveau systè- 


me sera M' , dont Tabscisse est O'Q et l’ordonnée QM'. 

En effet , par suite du parallélisme àes droites OA, BO' , on a 

0|Q_BQ_0A ....V 4Q— n* OB__»w 

AQ “QP~,AP’ — OQ— OA .^~ 0A .jjp_-j^i 
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AQ 


MP 
=AP ’ 
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d’où y = M'Q = ^. MP=MP . 


Ainsi, on transportera une ligne droite du premier système 
dans le second en déterminant la position correspondante de 
deux points de cette droite; et en général on changera une 
courbe RMS en un autre R'M'S', en la transportant ainsi point 
par point d’un système dans l’autre. 

Réciproquement la position d’un point M' {x' = O'Q, y — M'Q) 
étant déterminée dans le second système , enjoindra AQ , ce qui 
déterminera AP = a? , abscisse du point correspondant dans le 
premier système; puis, menant PM , parallèle à OA , et prenant 

PM " , le point M sera déterminé de position par 

rapport à ce système. 

Telle est à peu près la méthode indiquée par Newton dans ses 
Principes mathématiques de philosophie naturelle (*) , d’où 
nous avons extrait quelques uns des problèmes qui précèdent, 
ainsi que les deux suivants , qui serviront d’application à cette 
théorie. 

’ PROBLÈME. 

366. Décrire une courbe du 2* degré passant par deux points donnés et tan* 
gente S trois droites données. 

Soient IS, IT, SR (fig. 161), les tangentes données, M et N les 
points donnés. Prenons pour axe des ordonnées la droite pas- 
sant par le point de concours de deux tangentes quelconques 
et le point de concours de la troisième tangente et de la droite 
qui joint les deux points donnés , HI par exemple. Menons 
une droite quelconque OX, et après avoir pris à volonté sur 
OY et OX des longueurs arbitraires OB , OR , achevons le 
parallélogramme OBO'R; puis transportons dans le système 
O'A, O'B, ainsi qu’il a été indiqué précédemment, les tangentes 
et les droites do^nnées. Dans la Ggure transformée, les tangentes 
IT, IS , deviendront parallèles entre elles, ainsi que la tangente 
HR et la droite MN (363) , et l’on aura par conséquent un parai* 
lélogramme fig. 152 ) tel, que la courbe transformée devra 
être tangente aux côtés ih , ik , kl, et passer par les deux points 
a et £ correspondants aux points donnés M et N. 


(*) Pkilosophiee naturalü prineipia mathtmatiea, sect. IT, lemma xxn ! Figuras 
in alias sjusdetn generis figui^ mutare. 
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Or, d’après les propriétés des segments , si 0 , <2, 0, sont les 
points de contact, onaura la snilede rapports égaux (293), (295), 


hc _ 

ic^ 


ha . hb 

itP 


Ji-A. • 


'_he 0/ 

« ^ ha . hb 

id 

dk yib .la' 

et par conséquent = 


. •/ 

' hc ”|- te hc — j- cl 


hi -4" kl 


(/Ao . hb + frf + Ad + K/A . /a ‘ i/Aa . AA + A* 4. K» • la. 

Les points de contact 0, </, 0, étant déterminés, on lesrepor- 
dans le premier système , et le problème reviendra à fair^ 
passer une courbe du 2* degré par cinq points donnés. 

^ PROBLÈME. 

567. Décrire une courbe du 3* ^tegré passant par un point d<»mé et tangente 
à quatre droites données. 

Soient HT, HS , IT, IS , et M (Bg. 158 ) , quatre tangentes et le 
point donné. Prenant pour axe des ordonnées la droite IH pas- 
sant par les points de concours des quatre tangentes deux A deux , ' 
changez la figure |en une autre de même -genre: les tangentes 
concourantes deviendront parallèles , et la figure nouvelle of- 
frira un parallélogramme tel que ihkl (fig. 156 ) , le point a 
correspondant au point donné M dans la figure primitive. Le 
tre Ode la cotirbe tangente aux quatre côtés du parallélogramme 
étant déterminé , en mènera la droite oa, sur laquelle on prendra 
aA 3 a ; et , après avoir reporté le point B sur la figure premiè- 
>e , on.sera ramené au problème précédent. 

‘ Toutefois , on doit remarquer que ces méthodes , très ingénieu- 
ses sans doute, ne sont pas d’une grande utilité dans la pratique, 
à cause ^s erreurs que ces nombreuses constructions graphiques ' 
ne peuvent manquer d’occasionner : il sera donc préférable, ainsi 
qu’il a été dit précédemment, de ramener le problème graphique 
à un problème numérique, en rapportant les lignes et les pointe 
à un système d’axes convenable , et opérant sur les équations 
obtenues d’après les procédés et les règles exposés dans les di- 
vers parties de ce traité. 


FIN. 


S&N \Ia.'\M’5A8î1 ■ 
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